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2.9 Integrais Triplas em Coordenadas Cilindricas
e Esféricas

Se numa regiao S em R3 tem um eixo de simetria, as integrais simples em S
se tornam mais “faceis” de serem calculadas se forem usadas as Coordenadas
Clilindricas. Se houver simetria em relacao a um ponto, é conveniente escolher
o ponto como origem e usar Coordenadas Fsféricas.

Para definir a integral tripla em coordenadas cilindricas, construa uma
particao A da regiao S através dos planos que passem pelo eixo z, pelos
planos perpendiculares ao eixo z e pelos cilindros circular reto, tendo o eixo
z como o seu eixo. Os elementos da particao construida estao inteiramente
em S. Esse tipo de particao é chamada de Particao Cilindrica. A maior
medida do comprimento de qualquer diagonal das sub-regioes é chamada de
Norma da partigao. Seja n o nimero de sub-regioes da particao, e seja A;V
a medida do volume da i-ésima sub-regiao. A medida da drea da base é
7 A;rA0, onde 7; = Tﬁ% Assim, se A;z é a medida da altura da i-ésima
sub-regiao, entao,

Seja f uma funcao de r, 6 e z e suponha que [ seja continua em S. Escolha
um ponto (7;, 0;, Z;) da i-ésima sub-regido de tal forma que ;,_; < ; < 6; e
zi—1 < z; < z;. Forme a soma

Z G 0, Z)AV = Z f(7i, 0, ZTiNT AOA, 2.

i=1 =1

Quando a norma ||A|| tende a zero, pode ser provado que sob condigoes
convenientes, o limite dessa soma existe. Esse limite é chamado de Integral
Tripla em Coordenadas Cilindricas da fungao f em S e escrevemos:

///Sf(r,e,z)dV:Hii|r|r_1)0;f(ri,§i,zi)AiV@

& rf(r,0,z)drdddz = lim (7,05, 2) s Air NGO 2.
///S A ) ||A||—>Ozf )

Observe que em coordenadas cilindricas dV = rdrdfdz. E possivel calcu-
lar a integral tripla por uma integral iterada. Suponha, por exemplo, que a
regiao S esta limitada pelos planos 6 = a, 8 = 3, com a < (3, pelos cilindros
r=1(0), r = 72(0), onde 1 e v, sdo curvas suaves em [a, 8] e y1(0) < 72(0),
Va < 0 < 3, e pelas superficies z = Fy(r,0) e z = FQ(T, ), onde F; e Fy
sao funcoes de duas varidveis suaves numa regiao R do plano polar, limitada
pelas curvas r = y1(0) e r = 1(0), 0 = a e § = . Suponha também que
Fi(r,0) < Fy(r,0), para todo ponto (r,0) em R. Entao a integral tripla pode
ser calculada por uma integral iterada através da férmula

Fy(r,0)
///f r, 0, z)rdrdfdz —/ / / f(r, 0, 2)rdzdrdf
(r,0)
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Existem outras cinco integrais iterada que podem ser usadas para calcular a
integral tripla, pois existem seis combinagoes possivel para as variaveis r,
e z. Vejamos o exemplo.

Exemplo 2.9.1 Ache o volume do solido no primeiro octante, limitado pelo
cilindro x* +y? = 1 e pelo plano z = x.

Solugao: Temos que

v [ [ [temzav=[ [ [av

Assim, usando coordenadas, chegamos a

5 1 preos(9)
V:///Tf(r,e,z)d‘/:/ / / rdzdrdd.
s o Jo Jo

3ol 1 (% 1 1
V= / / r2cos(0)dOdr = —/ cos(0)df = = sen(6) 3/2 = =,
o Jo 3 Jo 3 3

Dai,

Portanto, o volume do sélido é %uv [ |

Agora sera definido a integral tripla em coordenadas esféricas. Uma
particao esférica da regiao tridimensional S é feita pelos planos contendo
o eixo z, esferas com centro na origem e cones com vértice na origem, e o
eixo z como seu eixo. Se A;V é a medida da i-ésima sub-regiao e (p;, 0;, 451)
é um ponto dela, pode-se obter uma aproximacao para A;V, considerando
a regiao como se fosse um paralelepipedo retangular, e tomando o produto
das medidas de suas trés dimensoes. Essas medidas sao ﬁisen(ggi)Azﬂ, pil\;d
e A;p. Logo,

AV = prsen(d:) N A0 Ap.

A integral tripla em coordenadas esféricas de uma fungao f em S é dada por:

[ ] [roeom = im > 60057

& i, S T30 D)tsen D0 0) = /] /S F(p,0, d)pPsen(6)dpdods.

Observe que em coordenadas esféricas dV = p*sen(0)dpdfdep. As integrais
triplas podem ser calculadas por integrais iteradas.

Exemplo 2.9.2 Ache a massa do hemisfério solido com raio a metros, se a

densidade de massa por volume em qualquer ponto € proporcional a distancia
do ponto ao eizo do solido e é medida em quilogramas por metro cubico.
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Solucao: Se (p;,0;, ;) é um ponto na i-ésima sub-regido de uma particao
esférica, a densidade deste ponto é de kp; kgm™3, onde k é uma constante.
Se M kg é a massa do sélido, entao,

:nilﬁgoZpZAV ///fp’e P

w/ a 7/
Assim, M = 4k / : / /2 / p*sen(p)dpdpdd = a*k / : / 7/2sen(¢)dpdl =
0 0 0 0 0

/2 4]€ 4/{7
a4k/ df = a4 5 T Logo, a massa do hemisfério solido é a4 5 T |
0

Agora, faga alguns exercicios para treinar. Bons estudos.

2.10 Exercicios

Exercicio 2.10.1 Calcule o valor de cada integral.

1 pl—z  pl4y?
1. / / / xdzdydx;
0 0 2y
2 T T4y
2. / / / xydzdydx;
1 Jo J1
2 \/ 4—y? 2—y
3. / / / zdxdzdy;
0o Jo 0
0 2e /3
4./ / / yln(z)tg(x)dxdzdy;
—1Je 0
w/2 pm/2 pxz y
5./ / / cos=dydxdz;
0 z 0 z

Exercicio 2.10.2 Calcule a integral tripla [ [ [(ydV, sendo S a regido li-
mitada pelo tetraedro formado pelos planos 12x + 20y + 15z = 60 e pelos
planos coordenados.

Exercicio 2.10.3 Calcule a integral tripla fffs ydV', sendo S a regiao li-
mitada pelo tetraedro formado pelos pontos (0,0,0), (1,1,0), (1,0,0), (1,0,1).
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