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2.5 Propriedadesenvolvendo o Calculo de Determinan-
tes

Nessa secdo estudaremos propriedades envolvendo o cdlculo de determinantes. Al-
gumas dessas propriedades ja nos parecem naturais como, por exemplo, quando
uma matriz A possui todos os elementos de uma fila valendo zero temos que det(A) =
0.

Outras propriedades, ndo tdo naturais mas ja demonstradas também serdo lis-
tadas como, por exemplo, o determinante de uma matriz tem o mesmo valor do
determinante da sua transposta. Vamos as propriedades.

Teorema 2.5.1 Seja A = (a;;), uma matriz. Se A possui uma fila com todos os ele-
mentos valendo zero, entdo, det(A) =0.

Demonstracdao: Aplicando o Teorema de Laplace sobre a fila cujo todos os elemen-

tos sao nulos, temos que o determinante fica igual a zero. ]
1 -3 2
Exemplo2.5.1 SeA=| 0 0 0 |, entdo, det(A) = 0, visto que todos os ele-
-5 1 =2
mentos da segunda linha valem zero.
|
Teorema 2.5.2 Seja A=(a;;),, uma matriz. Entdo, det(AT) =det(A).
Demonstracdo: Ja demonstrado na secdo anterior. [ |

Teorema 2.5.3 Seja A= (a;;), uma matriz triangular (superior ou inferior). Entdo,
det(A) = ]_[l'.lzl a;;, ou seja, o valor de det(A) é dado pelo produto dos elementos da
diagonal principal.

Demonstracdo: Facamos a demonstracdo para uma matriz triangular superior.
Isso ndo traz uma perda de generalidade na demonstracao, visto que a transposta
de uma matriz triangular superior € uma matriz triangular inferior. Dai, seja

ay Gy a3 - Gy
0 axp ay; -+ ay,
A= 0 0 as - as
0 o - 0 a,,

Assim, aplicando o Teorema de Lapace para a primeira coluna, temos que

ay Gy Gy3 - O,
ayy A3 - Ay
0 ay ay - a,, "
141 0 as - ay
det(A) = all(_]-) 0 0 6133 e aZn = all
0 0 Ann
0 O 0 a,,
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Aplicando o Teorema de Laplace para a primeira coluna da nova matriz

App Oy dyy -+ Uy
0 as as - as,
0 0 ay - ay |,
0 0o - 0 a,,
obtermos
Gpp Qys Qyy - Uy
Q33 Q34 -+ 43
0 asg azy - as, "
141 0 ay - a,
det(A) = a,;ax(—1) 0 0 ay - Ay |=ay - ay )
: : Lo 0 0 a,,
o 0 - 0 a,,

Dai, repetindo o processo até a linha n—1, obtemos

det(A):all'a22'("')'a(n—l)(n—l)'| app |:all'a22'("')'annzl_laii-
i=1

|
Veja o exemplo.
3 4 7 4
01 6 -9 ~
Exemplo 2.5.2 Se A= 00 —2 7 , entao,
00 O 5
det(A)=3-1-(—2)-5=-30.
|

Uma consequéncia imediata do Teorema 2.5.3 estd relacionada com determi-
nante de matriz identidade.

Coroldério 2.5.1 Seja Id, a matriz identidade de ordem n. Nessas condigoes, temos
quedet(Id)=1.

Demonstracdo: Basta aplicar o Teorema 2.5.3, visto que a matriz identidade € uma
matriz diagonal com todos os elementos da diagonal principal valendo 1. ]

O préximo resultado vai nos indicar o que ocorre com o determinante de uma
matriz quando multiplicamos uma das suas filas por um ntimero real.

Teorema 2.5.4 Seja A= (a;;), umamatriz. Entao, se multiplicarmos umalinha de A
por uma constante k, entdo, o determinante da nova matriz é igual ao determinante
da matriz A multiplicado pela constante k.
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Demonstrag@o: Seja A=(a;;), uma matriz dada por

ay ap o 4pp

ay Ay -+ Uy
A= .

Ap1 Qp2 " Qpp

Seja B =(b;;), anovamatriz obtida de A trocando alinha i de A por ela multiplicada
por k, ou seja,

a ap - 4y
B= k'ail k'aiz tee k-a,-n
an Apa Ann |

Assim, aplicando o Teorema de Laplace nalinha i de B, temos que:
det(B)=(k-a;)Aj + (k- a;p)Ap+ () +(k-a;,)Ai =

=k(apAn+aiA;p+ () +a;,A;,) =k -det(A).
||

O Teorema 2.5.4 nos “diz” o que acontece com o determinante de uma matriz
quando multiplicamos uma das filas de uma matriz por um ntimero. Contudo, ndo
diz diretamente o que acontece quando multiplicamos toda a matriz por um nu-
mero. Isso é uma consequéncia do Teorema 2.5.4, como veremos a seguir.

Corolario 2.5.2 Seja A = (a;;), uma matriz. Assim, se B = kA, entdo, temos que
det(B) = k" det(A).

Demonstracdo: Basta aplicar o teorema anterior em cada uma das » linhas de A
que o resultado fica demonstrado. |

Vejamos alguns exemplos.

7 14 49
Exemplo 2.5.3 SeA=| 3 5 2 |, entdo,
0 2 7
7 14 49 127 1 19
det(A)=|3 5 2 |=7-|3 5 2 —7‘ 5 7 ‘z?(—7+38)=217.
0o 2 7 02 7
|
6 4 6
Exemplo 2.5.4 SeA=| 0 4 1 |, entdo,
-3 -2 1
6 4 6 2 4 6 1 2 3
det(A)=| 0 4 1|=3-|0 4 1|=3.210 4 1|=
-3 -2 1 -1 -2 1 -1 -2 1
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4 1
—6-‘ 0 4 ‘—6(0+16)—96.
|
6 2 0
Exemplo 2.5.5 SeA=| —4 8 2 |, entdo,
—4 2 10
6 2 0 3 10 |
det(A)=| —4 8 2 |=2°-| -2 4 1|=8-| _, 4 |=
—4 2 10 -2 15 4 ,
=8(60—2+0—0—3+10)=8(65)=520.
|

O resultado a seguir estd relacionado com o determinante de matrizes que pos-
suem linhas iguais.

Teorema 2.5.5 Seja A = (a;;),, uma matriz que possui duas linhas iguais. Entao,
temos que det(A) =0.

Demonstracdo: Suponha que a matriz A tenha as linhas p e g iguais. Dessa forma,
aplicando o Teorema de Jacobi na linha p, ou seja, trocando a linha p da matriz
A por ela somada com o oposto da linha g, obtemos uma matriz B com uma li-
nha formada apenas por zero e, consequentemente, det(B) = 0. Além disso, como
det(A) = det(B), segue que det(A) =0. [ |

Uma consequéncia desses ultimos resultados é apresentado a seguir.

Coroldrio 2.5.3 Seja A = (a;;), uma matriz que possui duas linhas tais que uma é
muiltipla da outra. Entéo, temos que det(A)=0.

Demonstrag¢do: Suponha que a matriz A tenha as linhas p e g tais que a,; = aa,;,
para todo j € {1,2,---,n}. Dessa forma, temos que colocando a em evidéncia na
linha s, temos que: det(A) = adet(B),, onde B é a matriz obtida de A colocando a
em evidéncia na lina p. Como B possui duas linhas iguais, segue que det(B)=0e,

consequentemente, det(A) = 0. [ |
5 4 -2 6
1 0 2 _ . L
Exemplo 2.5.6 Se A = 5 4 o , entdo, det(A) = 0, visto que a primeira
2 -3 -2 1
linha e a terceira linhas sdo iguais.
|
-1 3 -2 6
1 0 2 -6 ~ .
Exemplo 2.5.7 Se A = 9o 4 —o _12 |’ entdo, det(A) = 0, visto que a quarta
-3 0 1 18

coluna e a primeira coluna multiplicada por—6.
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O préximo resultado nos diz o que acontece com o determinante de uma matriz
quando trocamos duas de suas linhas de lugar.

Teorema 2.5.6 Seja A =(a;;), uma matriz de ordem n > 2. Se trocarmos duas filas
paralelas de lugar, obtemos uma nova matriz B = (b;;),, tal que det(B) =—det(A).

Demonstracao: Para demonstrar essa propriedade, usaremos o Principio de Indu-

o s . . a;; a a, a .
cao Finita (PIF). Para isso, considere A=| ' "2 [eB=| 2! "2 | Assim,
a1 dp an Gz

det(B) = ay; - 12— a1 - Ay =—(ay; - App — Ay, - Gy,) = —det(A).

Portanto a propriedade vale para n =2.

Suponha agora que a propriedade seja valida para matrizes de ordem n —1 (Hi-
poétese de Inducao). Precisamos provar, entdo, que a propriedade continua vélida
para matrizes de ordem n. Para isso, seja A = (a;;), uma matriz de ordem n. Va-
mos calcular o determinante de A usando o Teorema de Laplace sobre uma linha 7,
sabendo que a linha i néo foi usada na troca de linhas.

Sendo A = (a;;), uma matriz de ordem n e B = (b;;), uma matriz oriunda de

A onde trocamos duas linhas lugar. Dessa forma, usando a linha i, temos que:
n n

det(A) = Zai jA;; e det(B) = Z b;;B;;. Como a matriz B € obtida de A trocando
j=1 j=1

duas linhas de lugar, temos que o cofator B;; (que € o determinante de uma ma-

triz de ordem n —1) € obtido do cofator A;; trocando duas linhas de lugar e, pela

hipotese de indugao, temos que B;; =—A;;. Como cada b;; = a; ;, segue que

det(B)= b;;B;j= > a;(—A;j)=—>_ a;;A;; =—det(A).
j=1 j=1 j=1

Portanto, como a propriedade vale para n = 2, e supondo que a propriedade vale
para n—1 provamos que ela vale para n, segue do PIF que a propriedade vale para
todo n eN. [ ]

Vejamos alguns exemplos.
-2 =12 —-12 =2

1 18 18 1
visto que obtemos B de A trocando a coluna dois com a coluna um de lugar.

Exemplo 2.5.8 Se A = [ ], entdo, det(B) =

‘ = 24 = —det(A),

]
1 =2 4 0
-1 0 3 ~
Exemplo 2.5.9 Se A = 2 1 -1 -3’ entdo, det(A) = —93. Por outro lado,
2 1 2 -1
1 -2 4 0
-2 1 -1 -3 .
det(B) = 10 3 117 93 = —det(A), visto que obtemos B de A trocando a

2 1 2 -1
linha dois com a linha trés de lugar.
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Agora Vamos apresentar o Teorema de CauchyP.

Teorema 2.5.7 Seja A = (a;;), uma matriz de ordem n = 2. A soma dos produtos
dos elementos de uma fila qualquer, de forma ordenada, pelos cofatores de outra fila
paralela a ela é sempre igual a zero.

Demonstracdo: Seja A =(a;;), uma matriz e considere a matriz B = (b;;), obtida
da matriz A, substituindo a linha s pela linha p, ou seja,

a,y Gy o iy a, ap - iy
asy Agp -+ Agp apl apz apn
A=| D leB=| :
Ay Gy Ay a, Ay
| dpy Apy o Apy | | A1 App o Ay |

Como B possui duas linhas iguais, segue que det(B) = 0. Por outro lado, observe que
na matriz B, temos que b,; = a,; e que B; = A;, para todo j. Entéo, calculando o
determinante da matriz B, pelo Teorema de Laplace, usando a linha s, temos que

n

n
0=det(B)= Z bs; B = Zam’f“sw
j=1

j=1

ou seja, a soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer, de forma orde-

nada, pelos cofatores de outra fila paralela a ela é igual a zero. ]
3 4 2
Exemplo 2.5.10 Seja A = 1 3 5 y el’llﬁo, a21A31 + a22A32 + a23A33 = 0
5 6 7
De fato: Observe que
4 2 3 2 3 4
021A31+a22A32+a23A33= 1- 3 5 —3 15 +5' ‘ 1 3 =

=(20—6)—3(15—2)+5(9—4)=14—39+25=0.
O
|

O proximo resultado estd relacionado com o valor do determinante de duas ma-
trizes que se diferenciam apenas por uma fila especifica, e desejamos calcular a
soma desses determinantes. E importante ressaltar que nao estamos falando sobre
o determinante da soma dessas duas matrizes.

6Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) foi um matematico francés. O primeiro avango na matemé-
tica moderna por ele produzido foi a introdugado do rigor na anélise matemdtica. Também sistemati-
zou a criacao da Teoria de Grupos. Foi responsavel pela criacdo da no¢ao moderna de continuidade,
entre tantas outras contribuicdes para a matematica e a fisica.
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Teorema 2.5.8 Seja A=(a;;), uma matriz dada por

ay - Gy bjjto; ajng

ay - Gpo bjt e azin
A= . .

apy - anj—l bnj+cnj anj+1

aln
ayp

ayp

ou seja, a coluna j é dada pela soma b;; + ¢;;, para toda linha i. Entdo, nessas con-

dicoes, temos que:

ay - 4y blj Ayjy1 0 Qag a

ayy -+ Gyj b2j Ayjr1 0 Aip Ay
det(A)={ . . | . : +

Apy 0 Qpja bnj Apjt1 * Qip an

ayj—

C]j

ayjn

Arj1 Cj Gajn

Apj

an

anj+1

Demonstracdo: Aplicando o teorema de Laplace na j-ésima coluna de A, temos

a

1j+1

Arj1 Cj Qojir

anj+1

que:
n n n
i=1 i=1 i=1
ap o Gy by ayn o an, ay o ija Gy
Ay -+ Gyj Doy iy o any, an
= . . ) A el
ayy - Qpja bnj aujy1 -+ Qi auy r Qpj1 Cpj
Veja a seguir uma aplicacao desse teorema.
a b+c d
Exemplo 2.5.11 SendoA=| e f+g h |,entdo,
i j+k 1
a b d a c d
dettA)=| e f h|+|e g h
i j 1 k 1
-1 4 0 -3 -1 4
2 5 7 9 2 5
Exemplo 2.5.12 Calcule o valor de 3 6 -2 1 + 3 6
2 3 =2 4 2 3
Solucao: Observe que
-1 4 0 -3 -1 4 0 -3 -1 4 0+0 =3
2579+25—79_257—79_
3 6 =2 1 3 6 2 I | |3 6 —2+2 1|
2 3 =2 4 2 3 3 4 2 3 243 4
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Assim,
-1 4 0 -3 -1 4 0 -3 -1 40 =3 1 4 —3
2 5 7 9 + 2 5 7 9 :1'(_1)4_,_3 2 50 9 |2 5 9
3 6 —2 1 3 6 2 1 3 60 I 3 6 1
2 3 =2 4 2 3 3 2 3B 2
1 —4 3
_ | 5—2(-4) 9-23| |13 3 |_ _
=12 5 9 ‘6—3.(—4) 1_3.3‘— 18 —8‘_ 104 —54 =—158.
3 6 1
]

Observacao 2.5.1 Do Resultado anterior podemos concluir que det(A+ B), em geral,
3

2
néo tem o mesmo valor de det(A) + det(B). Por exemplo, se A = 1 -4 l€ B =

1 2 N _
[3 4],entao,A+B—

15
2 0 ] e, consequentemente,

—10=det(A+ B) # det(A)+det(B)=—5—2 =—7.
[ |

Vamos agora apresentar a definicdo de Combinagdo Linear das filas de uma ma-
triz. Essa definicdo é muito importante e amplamente utilizada no estudo em ma-
temdtica. O conceito de combinacao linear de filas de matrizes é amplamente ex-
plorado nos cursos de élgebra linear.

Definicdo 2.5.1 Seja A = (a;;),ux, Wma matriz cujas linhas sdo representadas por

m
L;,i€{l,2,---,m}. Sejam a,,a,,---,a,, escalares. Dessa forma, a somaZa,-Li é

i=1
chamada de Combinagdo Linear das Linhas de A.

Observacao 2.5.2 Trocando linhas por colunas na definicdo anterior temos a Com-
binagdo Linear das Colunas de A.
|

Agora podemos apresentar a proxima propriedade, que estd relacionada com
uma matriz possuir uma fila como sendo a combinacdo linear das demais filas pa-

ralela a ela.

Coroldrio 2.5.4 Seja A=(a;;), uma matriz. Se uma fila de A é a combinagdo linear
de outras filas paralelas a ela, entdo, det(A)=0.
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Demonstracdo: Seja A=(a;;), uma matriz. Sem perda de generalidade, suponha
que a primeira linha de A seja a combinacdo linear das demais linhas, ou seja, L, =
m

Z a;L;. Assim, temos que:
i=2

[ m
L, ZaiLi
L, i
L
A=| Ls | = z
: Ls
L :
n i Ln

Entdo, aplicando primeiro o Teorema 2.5.8 e depois o Teorema 2.5.4, temos que:

m
ZaiLi a,-L,- Li
i:ZL m LZ m L2
det(A) = L2 :Z Ls :Zai Ly |
3 i=2 i=2
L.n L, L,
L;
L,

onde cada | Ls | possui duas linhas iguais e, consequentemente, esses determi-

Ly,
nantes valem zero. Portanto, segue que det(A)=0. [ |

Agora apresentaremos uma das mais importantes propriedades envolvendo de-
terminantes de matrizes. Essa propriedade, conhecida como Teorema de Binet, nos
diz o que acontece com o determinantes do produto de duas matrizes quadradas
de mesma ordem.

Teorema 2.5.9 (Teorema de Binet:) Sejam A = (a;;), e B = (b;;), matrizes. Entdo,
temos que det(AB) =det(A)- det(B).

Demonstracdo: Provaremos esse teorema pelo Principio da Indugdo Finita. Para

b
isso, provaremos que ele vale para n = 2. Sendo A = [ LCZ ] eB = [ mon ],

d p q
entao,
a b m n am+bp an+bqg
A-B= . = .
c d P q cm+dp cn+dq
Consequentemente,

det(A-B)=(am+bp)cn+dqg)—(an+bg)cm+dp)=

=acmn+admqg+bcnp+bdpg—acmn—adnp—bcmq—bdpq =
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=admqg+bcnp—adnp—bcmg.

Por outro lado,
det(A)=ad—bc e det(B)=mqg—np =

=det(A)-det(B)=admq+bcnp—adnqg—bcmq = det(A- B)=det(A)-det(B).

Agora, suponha que a propriedade seja valida para n—1 elementos. Precisamos

a, ap - Ay
. . ay dyy -+ gy
provar que a propriedade vale para n. Sejam A = ) . ] e B =
Apy Qp2 *+ App
bll bl2 bln
b21 b22 b2n .
. . Assim, temos que
bnl bnz bnn
n n n
Dabp Daybp o Y aiby,
j:l j:l j:l
n n n
Dby Dby Y @by,
det(A-B)= j=1 j=1 j=1

n ' n ’ n '
Danibii D @bz Y anjbjn
=

]:1 j=1

Separando as somas que aparecem na primeira linha e colocando cada a, ; em evi-
déncia, obtemos:

bll b12 bln

n n

n
Dby Dby < Y by,
=

j=1 j=1
det(A'B)=a11 +

n ' n ' n '
D anibji D anibjp -+ D anjbjn
j:l j:l j=1

b21 b22 b2n bnl bn2 bnn

n n n n n n
D wibpy D abp - Y arby, Dwibpy D aibp - > abj,
=1 =1 =1 =1 =1 =1

+ay, +etagy

n ' n ’ n ’ n ’ n ' n '

Doanjbp D anibp Y anbj Doanibp D anibp D anjbin

J=1 ]:] ]:] ]:2 j=2 j=2
=a11M1+a12M2+---+a1nMn.
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Agora, considere L; sendo cada uma das linhas do determinante M j- Assim,
para cada j, obtenha o novo determinante N; de M; fazendo o conjunto de substi-
tuicoes:

L, — Ly—anl,
Ly — Ly—asl,

Ln - Ln _anlLl

Assim, temos que
by bpj bnj

n n n

Zazjbjl Zagjbjz ZaZjbjn

=2 =2 =2
Nj=|"’ ! ! = det(M)).

n n n
Danibji D anbjp D anjbin
]=2 ]:2 ]=2
Dessa forma, temos que
det(A . B) = allNl + alzl\[z +- alnNn.

Por hipétese det(N;) = D;}- D}, sendo Dﬁ’ o menor complementar do elemento
a;j damatriz A e Dilj, o menor complementar do elemento b;; da matriz B e

n n
Dby D by,
7k j7*
A B __ . . .
Dy} - Dy = : - :
n n
D auib D anibj
I j7*

Logo,
det(AB) = au (bllDlAl ° Dlli - blZ (bllDS M Dlli) + M ')+a12 (blzDé * DzBi - b22 (bzle‘g * DZZ) + . )+
+o+(=1)""ay, (b D - DF — b,y (b Dt -DE )+ )=

= allDﬁ (bllDlBi — blZDIB; +---)—a12D1"; (_bZIDZBi + b22D2§ + )+

Observe que cada uma das somas que aparecem multiplicando a, leA. é uma forma
diferente de calcular o determinante da matriz B, trocando a linha escolhida na
aplicacdo do Teorema de Laplace. Assim,

det(A-B) = a,,-D}} det(B}—a,,-D}3 det(B)++- = (a,, D} — a), Dy, +--- ) det(B) = det(A)-det(B).

Portanto, det(A- B) =det(A)- det(B). [ |

Com o Teorema de Binet obtermos outra importante propriedade relacionada
ao célculo de inversa de matrizes, apresentada a seguir.
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Coroldrio 2.5.5 Seja A=(a;;), uma matriz. Assim, se A é invertivel, entdo, det(A) #

0 e, nesse caso, det(A™!) = .
(A7) det(A)

Demonstragdo: A éinvertivel >3 A 'talque A-A™"' =A"'-A=1Id,ondeId éa
matriz identidade de ordem n

=det(A- A ) =det(Id)=> det(A)-det(A)=det(Id)=1¢e

det(A™'- A)=det(Id)= det(A™")-det(A)=1
Como det(A) e det(A™!) sdao nimeros reais e o seu produto é nao nulo, segue que eles
sdo nuimeros nao nulos. Portanto, se A é invertivel, entao, det(A) # 0 e, além disso,

1
como det(A)-det(A™!) =1, segue que det(A™) = det(A)’ "

Observacao 2.5.3 A contra positiva do Coroldrio 2.5.5 é:
“Sedet(A) =0, entdo, A nao é invertivel.”

Por isso, sempre que precisamos verificar de uma determinada matriz A é inver-
tivel, basta obtermos se o valor do seu determinante é diferente se zero pois, caso con-
trdrio, a matriz é ndo invertivel.

Agora, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.5.13 Descida se cada uma das matrizes a seguir é, ou ndo, invertivel.

T N S L

01 —6 12 5 3
1 2 3 1 4 3 1 00
b) A= 0 1 4 |; aA=| 2 =3 5 |; HA=]|1 3 1
0 01 -1 7 =2 1 20
Solucdo:
a) Temos que
11
det(A)—‘ 01 ‘_1—0_1760.
Portanto, a matriz A é invertivel.
b) Temos que
1 2 3
det(A)=|0 1 4 |=1-1-1=1#0.
0 01

Portanto, a matriz A é invertivel.
1 -2
—6 12
primeira coluna (C, =—2- C,). Portanto, A € uma matriz singular.

c) Temos que det(A) = ‘ = 0, visto que a segunda coluna é multipla da
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1 4 3
d) Temos que det(A)=| 2 —3 5 |=0, visto que a terceira linha é uma com-
-1 7 =2

binac3o linear das outras duas linhas (L; = L, — L,). Portanto, A é uma matriz
singular.

e) Temos que

21
det(A)—‘ 5 3 ‘—6—5—1760.
Portanto, a matriz A € invertivel.
f) Temos que
1 00 3 1
det(A)=]1 3 1 :‘2 O‘=0—2=—2760.
1 20

Portanto, a matriz A € invertivel.

. . 4 L
Exemplo 2.5.14 Para quais valores de x que a matriz A = [ X Z ] ndo seja inver-
tivel.
Solucdo: Temos que a matriz A é singular se det(A) = 0. Assim,
4 x 5 2
4 =0=>16—x"=0=>x"=16=> x =+4.

Portanto, a matriz A é singular de x =—4 ou x =4. [ |

Agora vamos apresentar uma forma de obter a matriz inversa de uma matriz
invertivel A, usando o determinante. Para isso, primeiro precisaremos da definicao
de Matriz Adjunta.

Definic@o 2.5.2 Seja A=(a;;), umamatrizdeordemn > 2 eseja C =(A;;), amatriz
dos cofatores de A. Entdo, a Matriz Adjunta, e denotamos por C, a transposta da
matriz dos cofatores, ou seja,

C=C"=(A;), =(A;)n-

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.5.15 Seja A= [ =32 ] Obtenha a matriz adjunta de A.

—2 4

Solucdo: Para obtermos a matriz adjunta C de A, precisamos obter o valor de cada
um dos cofatores da matriz. Assim, como
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o Ay =Dt 2 =| 4 |=4;
—2 4

o Ap=(=1)*2 —3 & =_| —2 |=2;
—2 4

° A21=(—1)2+1 —3 2 =_| 2 |=_2;
—2 4

o Ay =(=1)p —312 =| -3 |=_3’
—2 4

seque que

E— All A21 _ 4 _2
| A Ayn |2 3

. Obtenha a matriz adjunta de A.

S Wi

10
Exemplo 2.5.16 SejaA=| 2 1
31

Solucdo: Para obtermos a matriz adjunta C de A, precisamos obter o valor de cada
um dos cofatores da matriz. Assim, como

1 0 2
s Ap=(=D)" 9 1 3 |=

310

o Ap=(-1)1** 2 =

w

L]

A13:(—1)1+3 2 3 =

Ay = (=1 2 3 =

A22:(—1)2+2 2 3 |=
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102 10

. A23=(—1)2+3 218 =—‘ 31 ‘:—(1—0):—1;
310
102 0 2

. A31=(_1)3+1 213 |= 1 3 ‘:0_2=_2,
310
100 2 1 2

. A32=(_1)3+2 21 3 =_‘ s 3 ‘:—(3— )=1;
3/110
102 10

¢ Ap=(-1F"| 2 1 3 :‘ 2 1 ‘=1—0=1,
310

seque que
. A]l A21 A31 _3 2 _2
C= A12 A22 A32 = 9 —6 1
A13 A23 A33 -1 -1 1

Agora estamos pronto para encontrar uma forma de obter a inversa de uma ma-
triz A, quando det(A) # 0. Para isso, precisamos da sua matriz adjunta. Esse resul-
tado vai ser uma consequéncia do teorema a seguir.

Teorema 2.5.10 Seja A =(a;;), uma matriz de ordem n > 2 e seja C,, a sua matriz
adjunta. Entdo, temos que

A-C=C-A=det(A)-1d,
onde Id,, é ma matriz identidade de ordem n.

Demonstracdo: Seja A = (a;;), uma matriz de ordem n > 2 e seja C, asua ma-

triz adjunta. Entdo, C,, = (B;;), onde B;; = A;;, V i,j € {1,2,---,n}, € o cofator do
elemento a;;. Assim, cada elemento b;; do produto A -C é dado por

n n
bik =Za,~j-Bjk :Zaij-Akj.
j=1 j=1

Assim, temos que:

n
* se i =k, segue do Teorema de Laplace que b;; = Z a;j-A;j=det(A);
=1

e se i # k, segue do Teorema de Cauchy que b;; = Z a;j-Ag;=0.

=1
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Dessa forma, temos que A- C é uma matriz diagonal dada por

dettd) 0 0 -+ 0 10 - 0
_ 0 det(4) 0 01 -« 0
AC=| | R =det(d)-| . . . |=det(a)- Id.
0 0 0 - det(A) 00 - 1

Por outro lado, se cada elemento c;; do produto C - A é dado por

n

n n
Cik =ZBij'ﬂjk =ZAji 'ajkzzajk “Ajj
Jj=1 Jj=1

J=1
Assim, temos que:

* se i =k, segue do Teorema de Laplace que b;; = Z a;j-A;j=det(A);
=1

n
* se i # k, segue do Teorema de Cauchy que b;; = Z ajj-Axj=0.
j=1

Dessa forma, temos que C - A é uma matriz diagonal dada por

det(A) 0 0o -- 0 10 -0

— 0 det(4) 0 --- 0 o1 -0
C-A= : : o . =det(A)-| . . . . | =det(A)-Id.

0 0 0 --- det(A) 00 -1

Portanto, se A=(a;;), uma matriz e C, é asua matriz adjunta, entdo, temos que
A-C=C-A=det(A)-Id.
|

Agora podemos finalizar, obtendo uma forma de encontrar a matriz A~! conhe-
cendo a matriz adjunta de A.

Corolario 2.5.6 SejaA=(a;;), umamatrizinvertivel eseja C, asuamatrizadjunta.

Entao, temos que
1

~ det(A)

A C.

Demonstracdo: Seja A = (a;;), uma matriz invertivel e seja C, a sua matriz ad-
junta. Observe que

;E) _ (4-C)=

det(A) det(A) det(A)

A-A7 :A-( (det(A)-Id)=1d e

ol — 1
-1, A= A= A _ _
A (det(A)C) A det(A)(C A) dotA) (det(A)-Id)=1Id.

Portanto, se A é uma matriz invertivel, entao,
1
~ det(A)

A7 C.

Agora veja os exemplos.
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T . 7 =2
Exemplo 2.5.17 Encontre, se existir, a inversa da matriz A= [ _10 5 ]
= 7 =2 L .
Solucdo: Observe que 10 5 |= 35—20 = 15 # 0, segue que A € invertivel.

Assim, como

« Ay=(-DH 2 =| S |=5;
—-10 5

© Ap=(—1)"2 LR =] —10 |=10;
—-10 5

o Ay =(—1)" . —2 :_l -2 |:2;
—10 5

o Ay =(—1)p* 7 B =| 7 |=7’
—10 .

— A, A 2
seque que C =[ el ]z[ > ; ] e, portanto,

A Ay 10
1 2
A_lzi 5 2 _ 3 15
15 10 7 2 7
3 15
|
010
Exemplo 2.5.18 Encontre, se existir, a inversa da matrizA=|1 0 1
1 10
010 1 01 1 0 1 1 0
Solucdao: Observeque|(1 0 1 |(=—|0 1 O0|=—{0 1 0 |=-— 1 -1 17
1 10 110 01 —1
1#0, segue que A é invertivel. Assim,
1 0 01
* Au=CED" g 01 z‘ 1 o |TO71I=7L
10
0 B8 0 11
o A, =(=1)1*? 101 =—‘1 0 ‘——(0—1)=1§
10
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010 10
° A13=(_1)1+3 1 0 1 = 1 1 =1_0=1’
10
010 10
. A21=(_1)2+1 101 |=— 1 o ‘:—(O— )=0;
10
010
o A, =(—1)2*? oy | = (1) g‘:()_()_(),
10
010 0 1
L] A23=(—1)2+3 1 0 1 Z—‘ 1 1 ‘——(0_1)21;
10
010 1
« Ay =1 o =‘ 0 (1)‘=1—0=1,
10
[ ) A32=(—1)3+2 0 1 Z—‘ 1 1 ‘Z—(O_O)ZO;
10
010 0 1
° A33=(_1)3+3 101 =‘ 1 0 ‘:O—l:_l’
10
. An An Ay -1 0 1
sequeque C=| A, A Az | = 1 0 0 | e consequentemente,
A13 A23 A33 1 1 _1
1 -1 0 1 -1 0 1
A== 1 0 0 |=]1 0 0
L T | 1 1 -1

Agora, para finalizarmos essa se¢do, provaremos os trés teoremas da se¢ao an-
terior que ainda nao foram demonstrados: Teorema de Chio, de Jacobi e de Vander-
monde.

Exemplo 2.5.19 Prove a validade de Teorema de Chio.
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I ay as - a,
~ . ayy Ay Az -+ dyy .
Demonstracao: Seja A= . . L . . Considere L; sendo cada
apy Qpy Aupz Ay

uma das linhas da matriz A. Assim, para cada linha i € {2,3,---, n},faca a seguinte
substituicao:

L, — Ly—aylL,

Ly — Ly—asl,

Ln - Ln _anlLl

Dessa forma, a nova matriz é construida de forma que o seu determinante é de
mesmo valor que o determinante da matriz A e, por isso,

1 ap; a3 ayp
0 ap—ana, ap—a;say - 4y, — 01,0,
det(A)=| 0 Gp—a1a3 asz—ap3as -+ Az — 0103 | =
0 ap—apna, a,;s—a3a, - App—01,0,
dypp—A1p0yy  Apz3—A13dyy -+ Aoy —A1d2)
a3p—ajpasy  dzgz— 303y -+ d3p— 01,03,
App— Q1201 Ap3— 013051 App— 01,051
Portanto, vale o Teorema de Chio. |

Exemplo 2.5.20 Prove a validade de Teorema de Jacobi.

a, ap - iy
- . ayy Ay - Oy . . .
Demonstracdo: Seja A= . . . . Considere a matriz B, obtida de
Apy Qp2 ** App

A, trocando a linha i, por ela somada com « vezes a linha k, com k # i. Assim,

ay ap; ain
A=| ap+aap, an+tada -+ a,+ddg,
L an %) o Anp ]
Dessa forma, temos que:
a a ayn
ai1+aak1 (122+aak2 ain+aakn =
an (22%) Ann
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ay Gy o Gyp ay dyp o dyy
=| a; Gy - Qg |td| G A - A, |=det(A)+0,
apr App -+ Qpp apy QApy - Qpy

visto que no segundo determinante temos duas linhas iguais (linha i = linha k e
i # k). Portanto, vale o Teorema de Jacobi. [ |

Exemplo 2.5.21 Prove a validade de Teorema de Vandermonde.

Demonstracdo: Provemos o teorema pelo Principio da Inducao Finita - PIE Seja

1 1 . ) .
V= [ - ] Entao, V é uma matriz de Vandermonde e, além disso,
1 2

1

det(V)=|

=n—n

e, portanto, a propriedade vale para n = 2. Agora, suponha que a propriedade seja
vdlida para n —1 (Hipétese de Inducao). Seja V uma matriz de Vandermonde de
ordem n, ou seja,

1 1 1 1 1
i q> qs (/77
- a. 4 a4 4 - 4q;
A q,

i qln—l qzn—l qgn—l q4n—1 qula—l |

Para cada linha L; de V, i € {2,3,-:-, n}, substitua L; por L, —¢q, L;_;. Dessa forma,
obtemos uma nova matriz W, tal que det(W) = det(V) e, além disso, na primeira
coluna de W, todos os elementos, menos o a;; =1 valem zero, ou seja,

[ 1 1 1 1 1
0 92— 3 —q q9s— dn— %
wel® G| a5 — 0 s 4Gi—ddqs o dy—@dn |
|0 4-aq 45— hds a;—qmd; . G—hd, |~
|0 47 =g @ —qa T 4T = e gy =y

[ 1 1 1 1 1
0 (—q) (g5 —aqn) (G—aq) - (G.—q)
_ 0  q)(g—q) qs(q;s— ) agi—aq) - qulg.—aq1)
10 #(g—q) dqla—-a) qala—q) - q(qg.—aq)
| 0 @ (@—a) a7 A g—aq) 4} (@u—aq) - a7 (an—a) |
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Assim,
1 1 1 1 1
0 (G—q1) (Gs—aqn) (Gs— ) (G, — )
det(V) = 0 @(g—aq) as(gs— q,) ag—aq) - q.(q,—q) B
et(V)=| o a@—q)  qXg—aq) aia—a) - g g—q) |7
0 ¢ e—aq) 47 (s—a) 4 (@G—aq) - a7 (qn—q)
(G —aq1) (@—a1) (g.—q1) (G, —q1)
4(q—q1) as(as— 1) ala—q) - q.(g,—q1)
=| $@—a) al@G-qa) qgla—q) - qXq.—q)

G @—q) @GHpa—aq) 4 Hda—q) - a7 d—aq)
Observe que todos os elementos da primeira coluna do tltimo determinantes estao
multiplicados por (g, — ¢ ), todos os elementos da segunda coluna do tGltimo deter-
minantes estdao multiplicados por (g; — q;), - - -, todos os elementos da coluna n—1
do udltimo determinantes estao multiplicados por (g, — ¢,) e, por isso,

1 1 1 1
q, qs 4y fn

det(V)=(g—g)as— @) Nau—a)| % 95 4 4,

n—2 n—2 n—2 n—2
qz q3 q4 e q n

Esse ultimo determinante é de uma matriz de ordem n—1 e, por isso, vale a hipdtese
de indugdo, ou seja,

1 1 1 1

5/22 qeé qzé e %21 {2,,n}

qz qg q4 qn = l_[ (qz_q])

: : : . : i>]
qzn—Z qgn—z q4n—2 . q :—2
e, consequentemente,
n {1,-,n}
det(V)=(g— )@ —a ) Nau—a)- | [@—ap= [ | (@—ay.
2>i>j i>]

Portanto, vale o Teorema de Vandermonde. [ |

Agora, faga os exercicios, bons estudos.

2.6 Exercicios

Exercicio 2.6.1 Justifique o motivo de cada um dos determinantes a seguir ser nulo,
sem efetuar os cdlculos.
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—4 5 1 -1 2 9 0;
a) | —8 10 2 |=0; d| 4 7 10 |=0;
4 3 7 0 0 0 2.0 080
1 -7 =500
-7 12 0 1 9 =2 g|3 8 6 0 0[=0.
b)| 5 1 0]|=0; e |4 7 10 |=0; 0 7 5 40
4 13 0 1 -2 2 3 11
1 35 a—b m—n x—y
c)| 2 0 4(|=0; Dl b—c n—p y—z|=
-1 4 2 c—a n—p z—Xx
Exercicio 2.6.2 Calcule cada um dos determinantes a seguir.
1 1 1 1 3 9 1 11
a)l| 5 6 7| c|1 =5 25| e| 4 3 2|
25 36 49 1 4 16 16 9 4
1 1 -1 -1 1 1
1 1 1 1 2 3 2 3 4 5
1 5 25 ) 1 -1 1 =1}, 14 9 —4 -9 16 25
b) |1 =7 49 |; 1 1 1 1¢ 8 27 8 27 64
1 2 4 1 2 4 8 16 81 —16 —81 256 625
x—1
Exercicio 2.6.3 Determine osvalores de x, caso existam, para que a matriz A= 4
0

seja singular.

Exercicio 2.6.4 Determine os valores de x e y, caso existam, para que a matriz A =

2 31
1 | seja singular.
1

cos(2a) cos?(a)

Exercicio 2.6.5 Prove que| cos(2b) cos?*(b)
cos(2c) cos?(c)

1
Exercicio 2.6.6 Prove que o determinante | 1

1
os cdlculos do mesmo.

Exercicio 2.6.7 Prove que o determinante

Q Q QR

efetuar os cdlculos do mesmo.
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sen’(a)

sen?(b) [=0.

sen?(c)

0

EN|

ému

[
=2}

é

Q QX
Q % Q
= Q Q9

Iltiplo de 13 sem efetuar

divisivel por x —3a sem
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a b c —2a b c
Exercicio 2.6.8 Sabendoque| p q r |=-—1,entdo, ovalorde| —6x 3y 3z |é
X y z —2p q r
igual a?
4 11 -7 -1 -3
-2 2 1 0 3
Exercicio 2.6.9 Calculeovalorde| 2 7 0 0 =2
0 3 0 0 O
3 -1 6 0 5

Exercicio 2.6.10 Classifique em verdadeiro ou falso cada uma das sentengas a seguir,
justificando a sua resposta.

a) Seld é a matrizidentidade de ordem 4, entdo, det(31d) = 3.

b) Se A e B sdo matrizes quadradas de mesma ordem, entdo, det(A+ B) = det(A) +
det(B).

¢) Se A e B sdo matrizes quadradas de ordem 3 tais que det(A) = a edet(B) = b,
entdo, det((3AB?)")=27ab>.

c
d) Se A e B sdo matrizes quadradas de ordem n tais que det(A) = 1 edet(B) = 6¢,
com ¢ #0, entdo, det((A™'B)") =24.

e) A soma de duas matrizes invertiveis é uma matriz invertivel.

f) Se A e B sdo matrizes quadradas de mesma ordem, entéo, AB invertivel implica
em A e B serem matrizes ndo singular.

Existe uma matriz A, tal gue A=—AT edet(A) #0.
q

a b

h)ba

+ =0 somentesea=—Db.

b

—a —b‘

3a—2b 3a+2b |,

Exercicio 2.6.11 Sabendo que 3c—2d 3c+2d | €

a b -
‘ =1, entdo, o valor de
c d

igual a?

Exercicio 2.6.12 Sabendo que A= 0 x—7 2 , entdo, para quais valo-
0 0 x+2
res de x a matriz A é singular?

Exercicio 2.6.13 Sejam A e B duas matrizes quadradas de ordem 4. Sabendo que
det(A) =3 edet(B) =10, entdo, o valor de det(A>BT) é?

Exercicio 2.6.14 Qual o valor de x na equacéo

W N =
(NI ]

2
1 =|x|?
0
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Exercicio 2.6.15 Qual o valor de x na equacdo

xX° x
2 1 ‘: |17
0, se i<j
Exercicio 2.6.16 Seja A=(a;;), amatrizdadapor{ i+j se i=j . Nessascon-
i—j se i>]
dicoes, os valores de x que satisfazem a equacdo 5x* < det(A) é?

Exercicio 2.6.17 Obtenha a matriz adjunta de cada uma das matrizes a seguir e,
caso a matriz seja invertivel, obtenha a sua inversa.

2 0 0 —4 21
a| _3 5 o 3/ e |5 ;
210 1 23 3 1
b){0 1 0] d |0 1 4/ i1 2 -1}
1 21 0 01 1 5 2
1 2
Exercicio 2.6.18 Determine o valor de k para que a matrizA=| 3 -1 1 | se
5 3 -5

uma matriz singular e encontre a sua matriz adjunta.

2110 9 -3 -1 1
. s 14 3 31 | -12 10 -2 _
Exercicio 2.6.19 Sendo A = 8 7 9 5 eB = o _4 4 5 | entdo,
6 7 9 8 6 —2 =2 2

det(AB) éigual a?
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