5.2 Conjuntos Fechados

Definigcao 5.2.1 Dizemos que a € um Ponto Aderente ao conjunto X C R,
quando a € o limite de alguma sequéncia de pontos x,, € X.

Observacao 5.2.1 Todo ponto a € X € um ponto aderente de X, visto que
a € X € o limite da sequéncia x, = a, para todo n € N.

Definicao 5.2.2 Chamamos de Fecho do conjunto X, e denotamos por X,
ao conjunto formado por todos os pontos aderentes de X.

Observagao 5.2.2 1. Uma consequéncia da Definicao 5.2.2 é que X C
X e, dessa forma, ) o
XCcXcCX.

2. Se X CY, entio, X CY.

De fato: Se x € X, entdo, existe uma sequéncia (v,) C X tal que
r, — x. Como X C Y, temos uma sequéncia x, € X C Y que
converge para x e, portanto, x € Y. O

Definicao 5.2.3 Um conjunto X € chamado de Fechado se X = X.

Da Definicao 5.2.3 temos que um conjunto X é fechado se ele contém todos
os seus pontos aderentes.

Definicao 5.2.4 Seja X C Y. Dizemos que X ¢é Denso em Y, quando
X=Y.

A Defini¢ao 5.2.4 nos diz que um conjunto X é denso em Y se todo ponto de
Y é um ponto aderente de X, ou seja, se todo ponto de Y ¢é limite de alguma
sequencia de pontos de X.

Exemplo 5.2.1 Temos que Q € denso em R, ou seja, Q = R, visto que para
todo nimero real x, existe uma sequéncia (v,) € Q tal que z,, — .

Temos que QY € denso em R, ou seja, Q€ = R, visto que para todo niimero
real x, existe uma sequéncia (x,) € Q° tal que x, — x.

Teorema 5.2.1 Um ponto a é aderente ao conjunto X se, e somente se,
toda vizinhanca de a contém algum ponto de X .

Demonstragao: (=-:) a éum ponto aderente de X = existe uma sequéncia
(x,) € X tal que x, — a = para toda vizinhanga V' de a, temos que x, € V'
para todo n suficientemente grande = V N X # @, para toda vizinhanga V'
de a. . .
(«<:) Reciprocamente, para toda vizinhanga V' = (a ——,a+ —) de a,
n n
1
temos que VNX # @ = para todon € N, existe x,, € VNX = |z, —a| < —,
n

para todon = (z,) C X ez, — ae, portanto, a é ponto aderente ao conjunto
X. |
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Observacao 5.2.3 Do Teorema 5.2.1 temos que uma condi¢cao necessdria e
suficiente para que um ponto a ndao seja aderente ao conjunto X € que exista
uma vizinhanca V de a tal que VN X = @.

Corolario 5.2.1 O fecho de qualquer conjunto é um conjunto fechado, ou
seja, X = X.

Demonstragao: Temos que XcXx (Observagao 5.2.2 Item 1).

Por outro lado, seja a € X, ou seja, a é um ponto aderente ao conjunto X.
Entdo, para todo € > 0, existe b € (a — €,a + €) N X. Dessa forma, temos
que A = (a — €,a + €) é uma vizinhanga de b e, consequentemente, como b
é um ponto aderente de X, segue que A contém algum ponto de X. Assim,
qualquer ponto a aderente a X também é aderente a X e, consequentemente,

a€ X. |

Teorema 5.2.2 Um conjunto F' C R é fechado se, e somente se, seu com-
plementar A =R\ F ¢ aberto.

Demonstracao: (=) Seja F' C R um conjunto fechado e considere a €
A =R\ F. Entao, pelo Teorema 5.2.1, existe uma vizinhanga V, de a tal
que V, N F = @& e, por isso, V, C A e, consequentemente, A é um conjunto
aberto.

(«<:) Reciprocamente, seja A C R um conjunto aberto e seja ¢ um ponto
aderente ao conjunto F' = R\ A. Entao, toda vizinhanga V, de a satisfaz
V. N F # & e, por isso, a & A e, consequentemente, sendo A aberto, segue
que a € A e, por isso, a € I’ e, consequentemente, F' é fechado. |

Teorema 5.2.3 1. Se Fy e Fy sao conjuntos fechados, entao, Fy U Fj
também é um conjunto fechado.

2. Se (F\)aer € uma familia qualquer de conguntos fechados, entdo, a

interseccao ' = ﬂ F\ € um conjunto fechado.
AeL

Demonstragao:

1. Se F} e F; sdo conjuntos fechados, entdao, A1 = R\ F} e Ay = R\ F
sao conjuntos abertos. Assim, do Teorema 5.1.1, Item 1, segue que
AiNAy = FENFY = (F, U )Y (Leis de De Morgan) é aberto e,
portanto, Fy U F, é um conjunto fechado.

2. Se (F)\)xer ¢ uma familia qualquer de conjuntos fechados e considere
Ay =R\ F), para todo A\. Assim, temos que Ay é um conjunto aberto,

para todo A\. Do Teorema 5.1.1, Item 2, segue que A = U Ay é um
AEL

c
conjunto aberto e, portanto, F' = ﬂ F\ = ﬂ A = (U A/\> = A¢

AeL AeL AeL
¢ um conjunto fechado.
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Exemplo 5.2.2 1. Seja X C R um conjunto nao-vazio e limitado. Entao,
a = inf{X} e b= sup{X} sao pontos aderentes de X. Em particular,
a e b sao pontos aderentes de (a,b).

De fato: Para todo n € N, podemos escolher x,, € X tal que a < x,, <
a + l Assim, (x,) C X, com x, — a, entdo, a € ponto aderente a
X. Znalogamente, para todo n € N, podemos escolher vy, € X tal que
b — - < yYp, < b. Assim, (y,) C X, com y, — b, entao, b é ponto

aderente a X. Para o caso particular, tome X = (a,b). O

2. Temos que

(a,b) = [a,b) = (a,b] = [a,b] = [a,]].

De fato: Uma consequéncia do item anterior. O

3. Uma reuniao infinita de conjunto fechados pode nao ser um conjunto

fechado.

De fato: Tome Ay = {\; X € (a,b)}. Logo, Ay € um conjunto fechado,
visto que A§ = (=00, \) U (\, +00) que é um conjunto aberto. Assim,

temos que (a,b) = U Ay e, consequentemente, a unicdao infinita de
AE(a,b)
conguntos fechados pode nao ser um conjunto fechado. U

Definigao 5.2.5 Uma Cisio de um conjunto X C R é uma decomposi¢ao
X=AUB, talque ANB=0 e ANB=02.

Observacao 5.2.4 1. Em outras palavras, X = AU B € uma cisdo se
nenhum elemento de A € aderente ao conjunto B e nenhum elemento
de B € aderente ao conjunto A.

2. X = AU B € uma cisdo, entdo, temos que A e B sao conjuntos dis-
Juntos.

3. A cisao X = X UD € chamada de cisao Trivial.

Exemplo 5.2.3 1. Se X =R\ {0}, entao, R_UR, ¢ uma cisao de X.
De fato: Tome_A =R_eB=R,. Assim, temos que X = AU B,
A =|—-00,0] e B=[0,400[. Dai, como ANB =2 eANB =@,
seque que X = AU B € uma cisao. U

2. Se a € QY entdo, X = [(—o0,a) N Q] U [(a, +00) N Q] € uma cisdo
para o conjunto dos NUMeEros racionais.
De fato: Tome A = (—00,a) NQ e B = (a, +00) N Q. Assim, temos
que A =] —00,a] e B = |a,4+00]. Dai, como ANB=2 e ANB = &,
seque que X = AU B € uma cisao. U
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3. Sea <c<b, entdo, [a,c]U (c,b] nio é uma cisao.

De fato: Temos que que [a,c] N (¢,b] = la,c] N [c,b] = {c} # @.
Portanto, [a,c] U (c,b] nao € uma cisdo. O

Teorema 5.2.4 Um intervalo da reta s6 admite a cisao trivial.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que exista uma cisao nao trivial
para um intervalo I da reta, ou seja, exista [ = AU B, com A # &, B # @,
ANB=ge ANB=g. Tome a € Aebec B, digamos que a < b. Entao,

[a,b] € I. Seja c = ath

ceAouceB.

Sem perda de generalidade, suponha que ¢ € A. Logo, tome o intervalo

[a1,b1] = [c,b] e, por isso, [a1,b1] C [a,b], com a; € A e by € B. Repetindo

o processo com o ponto médio do intervalo [aq, b;], construimos um intervalo

bp—ay  b—a b-a
422

o ponto médio do intervalo [a, b]. Entao, temos que

tal que [ag, by] C

[ag, by], de comprimento d; =

[a1,b1], com as € A e by € B.
Repetindo esse processo infinitamente, construimos uma cadeia de intervalos

encaixados [a,b] D [a1,b1] D [az,bs] D -+ D [an,by,] D -+, , coma, € Ae

b, € B, para todo n € N, e cujo comprimento do intervalo [a,,b,] é dado
b—a

por dn = W

Assim, temos que existe k € I tal que k € [a,, b,], para todo n € N. Como
lima, =k, segue que k ¢ B, jd que k € A. Analogamente, como limb,, = k,
segue que k € A, ja que k € B e, portanto, k ¢ I, o que é uma contradigao.
|

Corolario 5.2.2 Os unicos subconjuntos de R que sao simultaneamente aber-
tos e fechados sao @ e R.

Demonstracao: Seja A C R um conjunto que é aberto e fechado ao mesmo
tempo em R. Assim, R = AU A® é uma cisao de R ja que A é aberto e, por
isso, AY é fechado (consequentemente, A NAC = ANA° = o ) e A é fechado
(consequentemente, AN A® = AN A° = @).

Do Teorema 5.2.4 temos que a tnica cisao da reta real (que é um intervalo)
é a cisao trivial e, portanto, A = @ ou A = R. |
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