Capitulo 3

Sistemas Lineares

Nesse capitulo estudaremos os Sistemas de Equagoes Lineares, formas de obtencao
de solucoes e a utilizacao de escalonamentos para obtencao de matrizes inversas.
Comecemos introduzindo as primeiras defini¢oes e propriedades envolvendo sis-
temas lineares.

3.1 Escalonamento de Sistemas Lineares

Nessa se¢@o estudaremos Escalonamento de Matrizes. Para isso precisarmos de um
conjunto de resultados que apresentaremos a seguir, comecando com a definicdo
de Equacoes Lineares.

Definicao 3.1.1 Chamamos de Equacao Linear a toda equagdo do tipo

n
E a;x; = b ouseja, a,x, +ax,+---+a,x,=>b,
i=1

onde xi, x,, -, X,, sdo as Varidveis (ou Incégnitas), a,,a,, - ,a, € R sdo os Coefici-
entes (ou Escalares) e b € R é o Termo Independente da equacao.
|

Vejamos alguns exemplos de equacoes lineares.

Exemplo 3.1.1 Sdo exemplos de equagoes lineares:

a) 3x,—4x,— x3+2x,+5x5 =2 é uma equagdo linear nas varidveis x,, X,, X3, X, € Xs
e termo independente b = 2.

b) 2t,—t,+3t; =0 éumaequacdo linear nas varidveis t,, t, e t, e termo independente
b=0.

¢) 0x+0y+0z =4 éuma equagdo linear nas varidveis x, y e z e termo independente
b=4.

Por outro lado, ndo sdao exemplos de equacoes lineares:

a) 3x*+2y +5z =-3, visto que nessa equagdo aparece um termo quadrdtico (x*);
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b) 2t t, +3t; = 3, visto que nessa equagdo aparece um produto de duas varidveis
independentes (t,t,);

c) 2sen(x)+ 3y = 1, visto que nessa equacdo aparece uma funcdo transcendente

(sen(x)).
|

Agora valaremos de Solugdo de equacao.

n
Definicao 3.1.2 Seja Z a;x; = b uma equacado linear. Entdo, uma n-upla x* =
i=1
(x5, x5,-+-, x*) ordenada de niimeros reais é uma Solugdo da equagdo linear se a sen-

tenca
X + X, +-+a,x, =b

for uma sentenca verdadeira.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.1.2 a) Se2x+3y —z+ w =3, entdo, x* =(1,2,3,—2) é uma solucdo da
equacgao, visto que2-(1)+3-(2)—(3)+(—2)=3.

b) Se2x+3y—z+w =3, entdo, x*=(1,1,2,1) ndo é uma solugdo da equacao, visto
que2-(1)+3-(1)—(2)+(1)=4#3.

c¢) Se0x +0y + 0z = 0, entdo, qualquer sequéncia x* = (a, b, c) é uma solugdo da
equacgdao, visto que0-(a)+0-(b)+0-(c)=0, para qualquer sequéncia (a, b, c) de
nuimeros reais.

d) Se0x+0y+0z+0w =2, entdo, ndo existe sequéncia x* =(x, y, z) que seja solug¢do
da equacao, visto que0-(a)+0-(b)+0-(c) =0 # 2, para toda sequéncia (x, y, z)
de niimeros reais.

|

Agora, podemos definir o que chamamos de Sistema de Equagoes Lineares.

Definicdo 3.1.3 Um Sistema de Equacoes Lineares, ou simplesmente Sistema Li-
near, é um conjunto formado por m equagoes lineares aplicadas nas mesmas n va-
ridveis X, X,,* , X,.

|

Agora mostraremos como associar o estudo de matrizes com o estudo de siste-

mas lineares.
n n n
Observacao 3.1.1 Sejam E a,jx; = b, E ayjXj = by, -+, E ApmjXj = by asm
j=1 j=1 j=1

equacgoes lineares do sistema linear s. Entdo, podemos escrever s como a seguir:
a11x1+a12x2+"'+a1nxn == bl
alel + azzxz + e + aznxn

Il
L

A X1+ ApoXo+-+appX, = b,
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Aléem disso, considerando as matrizes

a, dp ain X1 b,

a 4y asy X2 b,
A= ] ,X = eb= ,

An1 Amo *° Qpn Xn bm

podemos representar o nosso sistema linear s como sendo uma equagdo envolvendo
o produto de matrizes, ou seja,
s:Ax=b.

E importante destacar que nessa representacdo matricial de um sistema linear s, te-
mos:

e a matriz A é chamada de Matriz dos Coeficientes e é da ordem m x n, mesma
ordem do sistema linear s;

e a matriz x é chamada de Vetor das Varidveis e é da ordem n x 1;
e amatriz b é chamada de Vetor dos Termos Independentes e é da ordem m x 1.

|
Vejamos alguns exemplos.

2x+3y
x—y = 2
que o sistema linear s : Ax = b fica dada por

SRR

) 3x+y—z = 2
b) Ses.{ 2x+5y+7z = 0
tema linear s : Ax = b fica dada por

Exemplo 3.1.3 a) Ses: { , entdo, na representagdo matricial temos

, entdo, na representacdo matricial temos que o Sis-

x+2y+z = 12
c) Ses:3 x—3y+5z = 1 ,entdo, narepresenta¢do matricial temos que o sis-
2x—y+3z = 10
tema linear s : Ax = b fica dada por

1 2 1 X 12
s:|1 =35 y =1
-1 3 z 10
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2x—3y+3w

x—2y+4z—w

x+3z—2w+y =

X—z+y—-3w = 5

das equacoes lineares do sistema linear s : Ax = b na mesma ordem, obtemos s :
2x—3y+0z+3w = 4
xX—2y+4z—w

4
1 _ ...
d) Ses: 9 entdo, colocando toas as varidveis de cada um

e, como isso, a representagdo matricial do sistema

x+y+3z—2w = 2
x+y—z—-3w =5
linear s : Ax = b fica dada por
2 -3 0 3 X 4
11 -2 a4 4 y | |1
Il 1 3 =2 z | 7|2
1 1 -1 -3 w 5

Reordenar as equacdes de um sistema linear s, como fizemos no tltimo exem-
plo ndo é obrigatdrio. Contudo, isso nos ajudar a fixar as ideias e correr menos ris-
cos na hora de montar as matrizes. Agora vamos estender a definicdo de solucao de
equacao para um sistema linear.

Definicao 3.1.4 Sejas: Ax =b um sistema linear m x n. Dizemos que uma n-upla
de numeros reais x*=(a,, a,, -+ ,a,) é uma Solugdo para o sistema linear s se x* for
uma solugdo para todas as equagoes de s.

|

De uma forma simples, podemos dizer que x* é uma solucdo para um sistema
linear s : Ax = b de ordem m x n, se a expressao s : Ax* = b for verdadeira. Agora,
vejamos alguns exemplos.

xX+y+z = 6
Exemplo 3.1.4 Ses:<{ 2x+y—z = 1 ,entdo,(1,2,3) é uma solugdo de s, visto
3x—y+z = 4
que
1+24+3 = 6 =
21+42-3 =1 = 1 =1
3.1-24+3 = 4
e sempre verdadeiro.
|
xX+y+z
Exemplo 3.1.5 Ses:{ 2x+y—z = 1 ,entdo, (—5,11,0) ndo é uma solugdo de
3x—y+z =
S, visto que
—5+11+0 = 6 =
2(-5)+11-0 = 1 ={ 1 =1
3.(-5)—11+0 = 4 —25 =

ndo é uma equagdo verdadeira.
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Agora vamos apresentar a forma que classificamos um sistema linear baseados
no seu conjunto solucdo. Para isso, vamos iniciar distinguindo sistemas lineares
que tem para os que ndo tem solucao.

Definicao 3.1.5 Seja s : Ax = b um sistema linear m x n. Se s admite pelo menos
uma solugao, entdo, dizemos que s é um sistema linear Possivel (ou Compativel).
Caso contrdrio, dizemos que s é um sistema linear Impossivel (ou Incompativel).

|

Vejamos alguns exemplos.

X+y+z 6
Exemplo 3.1.6 Osistemalinears:{ 2x+y—z = 1 épossivel, visto que(1,2,3)
3x—y+z = 4
é uma solugdo de s (veja Exemplo 3.1.4).
|
Exemplo 3.1.7 O sistema linear s : { gi iéi ; 1 é impossivel, visto que ndo

existe(x, y) € R? tal que 0x + 0y =1 seja uma sentenca verdadeira.
|

Agora, vamos distinguir sistemas lineares possiveis com uma tinica solucéo dos
que possuem mais de uma solucao.

Definicao 3.1.6 Seja s : Ax = b um sistema linear m x n compativel. Se s admite
uma tinica solucdao, entdo, dizemos que s é um sistema linear possivel e Determi-
nado. Caso contrdrio, ou seja, se s tem mais do que uma solugdo, entdo, dizemos que
s é um sistema linear possivel e Indeterminado.

|

Observacao 3.1.2 O nosso objetivo nesse capitulo é desenvolver ferramentas mate-
mdticas que nos permita Discutir um sistema linear s : Ax = b mxn, ou seja, sermos
capazes de dizer se s é impossivel, possivel e indeterminado ou possivel e determi-
nado.

|

Vamos agora apresentar outras defini¢des e propriedades importantes, come-
c¢ando com a definicdo de Sistemas Lineares Homogéneos.

Definicao 3.1.7 Seja s : Ax = b um sistema linear m x n. Dizemos que s é um sis-
tema linear Homogéneo quando todos os seus termos independentes valem zero.
|

Os termos independentes de um sistema linear s : Ax = b de ordem m x n, sdo
os elementos que ndo estdo multiplicados por varidveis. Com isso, a Defini¢do 3.1.7
nos diz que um sistema linear homogéneo nao possui nimero diferente de zero sem
nenhuma varidvel o multiplicando. Além disso, podemos escrever simplesmente
s :Ax =0, m x n. Agora, vejamos alguns exemplos.
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. X+y+z ~ p . , A
Exemplo 3.1.8 a) Ses.{ 2x—y+z = 0 , entdo, s é um sistema linear homogé
neo.
3x+4y+z+t 0
b) Ses: 3x—y—3z =0 entdo, s é um sistema linear homogéneo
‘| x+2y+z-3¢r = 0’ ‘ geneo.
4x—z+t =0
|
2x+3y—1 . ,
Exemplo 3.1.9 Ses:{ );x—JZ/%y — 0 , entdo, s ndo é um sistema linear homo-

géneo, visto que o termo independente da primeira equacdo vale 1 # 0.
|

Sistemas homogéneos sdo muito importantes, visto que eles sdo sempre deter-
minados, como provaremos a seguir.

Teorema 3.1.1 Seja s : Ax = b um sistema linear m x n homogéneo. Entdo, s é um
sistema linear possivel.

Demonstracao: Seja s : Ax = b um sistema linear m x n homogéneo. Entdo, cada

.. x: =0 e, dessa forma, x*=(0,0,---,0) é

n
linhaie{l1,2,---,m}, des, édaformaZa,] i
j=1

j
uma solucao dessas equacgoes, visto que

n

n
Za,-jxj=Za,-j0=O, ViE{l,Z,---,m},

j=1 j=1

que é verdade paratodo i € {1,2,---, m}. Portanto, o sistema linear homogéneo s é
um sistema linear possivel. [ |

A préxima definicao esta relacionada com sistemas lineares que possuem o mesmo
conjunto solucdo, chamados de Sistemas Lineares Equivalentes.

Definicdo 3.1.8 Sejam s,: Ax=Db es,: Cx =d dois sistemas lineares m x n. Entdo,
dizemos que s, é Equivalente a s,, e escrevemos s, ~ s;, se s; € S, possuem o mesmo
conjunto solugao.

|

2x—4y = 12 x—2y = 6 , entdo, s, ~ sy,

visto que eles possuem o mesmo conjunto solugdo S = {(10,2)}.

3 6y = 42 2y = 14
Exemplo 3.1.10 Se s, :{ x+6y es, :{ x+ey

Dado um sistema linear s : Ax = b m x n, podemos criar uma novam matriz de

m x n+1, e representada por [A:b], acrescentando o vetor de termos independente
apo6s a ultima coluna de A. Essa nova matriz é muito importante e a definiremos
como sendo a Matriz Estendida, como a seguir.
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Definicao 3.1.9 Seja s : Ax = b um sistema linear m x n. Entdo, A é chamada de

Matriz Principal do sistema linear s e[A:b] é chamada de Matriz Estendida do sis-
tema linears.

|
Vejamos um exemplo.
2x+3y—4z = 5
Exemplo 3.1.11 Ses:{ 3x+2y+z = 1 ,entdo,amatrizprincipaldes éama-
x—4y—-3z = 0
2 3 —4 2 3 —4,5
trizA=| 3 2 1 |eamatrizestendidades éamatriz[A:b]=|3 2 1 |1
1 -4 -3 1 -4 =310

O préximo passo € definir as Operacoes Elementares sobre as Linhas de um sis-
temalinear s. Essa operacoes serdo de grande importancia na obtencao de matrizes
equivalentes.

Definicao 3.1.10 Seja s : Ax = b um sistema linear m x n. Entdo, uma Operagdo
Elementar sobre Linhas de s é uma das seguintes operagoes:

1. multiplicar uma linha i de s por um ntimero real ¢ #0;

2. substituirumalinhai des poressa linha somada a um multiplo de outra linha
jdes;

3. trocar duas linhas de s de posicdo.

Operacoes elementares sobre as linhas de um sistema linear tem algumas pro-
priedades interessantes, sendo uma das principais a existéncia de uma operacao
inversa do mesmo tipo, como destacaremos a seguir.

Observacao 3.1.3 Seja s : Ax = b um sistema linear m x n. Aplicando qualquer
um das operagoes elementares sobre linhas de s, obtemos um novo sistema linear s’
que, ao aplicarmos uma operagdo elementar sobre as linhas de s’, do mesmo tipo da
aplicada em s, podemos retornar a obter s, ou seja, as operagoes elementares sobre
linhas de um sistema linear possuem operagoes inversas.

|

[\CR &)

3
x+-y =
. ) 2x+3y 5 ;. 2
Exemplo 3.1.12 Se]ams.{ x—3y = 4 es’:

. Observe que
x—=3y = 4
s’ pode ser obtido de s aplicando a operagdo elementar sobre as linhas de s trocando

1
a linha L, por ELl' Por outro lado, observe que s pode ser obtido de s’ aplicando a

operagdo elementar sobre as linhas de s’ trocando a linha L por2L;.
|
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As definicoes elaboradas para as operagoes elementares sobre linhas de um sis-
tema linear podem ser estendidas para matrizes, como veremos na préxima obser-
vacao.

Observacdo 3.1.4 Sejas: Ax = b umsistema linear m x n. Como s estd diretamente
relacionado a matrizes, podemos considerar as operagoes elementares sobre as linhas

de s como sendo operagdes elementares sobre as linhas de[A:b], onde[A:b] é a ma-
triz estendida de um sistema linear. Assim, podemos falar das operagoes elementares
sobre um sistema linear ou sobre uma matriz.
De agora em diante, falaremos apenas operacgoes elementares sobre linhas, que
serve tanto para sistemas lineares quanto para matrizes.
|

O préximo passo é estabelecer o que sdo matrizes Linha-Equivalentes, que es-
tao relacionadas a uma matriz B obtida de A, aplicando uma sequéncia finita de
operagoes elementares sobre as linhas.

Defini¢ao 3.1.11 Sejam A =(a;;)px, € B = (b;)mx, matrizes de entradas reais. Di-
zemos que B é Linha-Equivalente a A se pudermos obter B de A aplicando uma
sequéncia finita de operagoes elementares sobre linhas de A.

|

Vejamos alguns exemplos.

. Entdo, A é linha-equivalente a matriz iden-

N = O

11
Exemplo 3.1.13 SejaA=| 0 1
10

tidade.
De fato: Considere a sequéncia de operagoes elementares sobre linhas a seguir:

1. ey: trocar Ly por Ly— Ly; 4. ey: trocar L, por L, — Ls;

2. ey:trocar Ly por Ly + L,;

1
3. e3: trocar Ly por §L3; 5. es: trocar L, por Ly — L,.
Assim,
1 10 ¢ 1 1 O ¢ 1 10 ¢ 1 10 e
A=|l0 11| *]lo 1 1| ™2]o11f|>2*]o0o11]|"™
1 0 2 0 —1 2 0 0 3 0 01
110 o 1 00
~10 10 ~5 010 |=Id
0 01 0 01
O
Portanto, a matriz A é linha equivalente a matriz identidade de ordem 3.
|
2 —1 3 2
Exemplo 3.1.14 SejaA=|1 4 0 -1 |.ObtenhaamatrizB linha-equivalente
2 6 —-1 5

a matriz A aplicando a seguinte cadeia de operacoes elementares:
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1. e;: trocar Ly por Ly —2L,;

2. ey:trocar Ly por Ly—2L,;
1

3. es: trocar Ly por—ELg;

4. e,: trocar L, por Ly +9Ls;

Solucao: Observe que

2
5. es: trocar L, por ELI;

1
6. eg: trocar Ly por Ly — ELI;

7. e;: trocar L, por L,—4L,.

2—13260—9346
A=|1 4 0 —=1| Y1 4 0o =1 72
2 6 -1 5 2 6 —1 5

1
0 9 3 4 0075—‘2—5
1 71~ 1 7 |~
0o 1 = —— o1 - S
2 2 > >
0 0 1
11
001—3
~l1420 -1 ]%|100
5N
010 ——
3
010

0
1
0

3

—2

N = =

-9 3 4
0 -1
-1 7

Portanto, a matriz B linha-equivalente a matriz A aplicando a cadeia de operacdes

elementares fornecida é:

Agora vamos definir o que sdo matrizes Linhas Reduzidas.

001 —
3
17
100 —
3
5
010 —
- 3

11 1

Defini¢ao 3.1.12 Uma matriz A=(a; ), € dita ser Linha Reduzida se:

1°- O primeiro elemento ndo nulo de cada linha ndo nula de A vale 1;

2°- Cada coluna de A que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma linha de

A possui todos os outros elementos valendo zero.

Vejamos alguns exemplos.
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10
Exemplo 3.1.15 a) AmatrizA=| 0 1 é uma matriz linha reduzida. Gene-
00

ralizando, qualquer matriz identidade é uma matriz linha reduzida.

= OO

(1 003 2
b) AmatrizA=| 0 0 1 4 -1 | éuma matriz linha reduzida.
0 00O O
- 11 -
001 —
3
. 17 . .. .
c) AmatrizB=|1 0 0 3 do Exemplo 3.1.14 é uma matriz linha reduzida.
5
010 ——
| 3
(1 30 —4 0
d) AmatrizA=10 0 1 4 0 | éumamatrizlinha reduzida.
000 0 1

Observacido 3.1.5 E importante ressaltar, que aplicando operacées elementares so-
bre linhas de qualquer matriz A = (a; ;) pxn, Sempre podemos obter uma matriz B =
(D; )mxn linha reduzida tal que B ~ A.

|

Agora podemos definir que sao Linha Reduzida a Forma Escada.

Defini¢do 3.1.13 Uma matriz A =(a;;)xn € dita ser Linha Reduzida a Forma Es-
cada se:

a) A élinha reduzida;
b) todas as linhas nulas de A estdo abaixo de todas as linhas ndo nulas de A;

¢) Sejam 1,2,---,k as linhas ndo nulas de A. Se A; sdo os indices das colunas de A
onde o primeiro elemento ndo nulo da linha i ocorre, entdo, A} < A, <--- < Ag.

|
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.1.16 a) Qualquer matrizidentidade é uma matriz linha reduzida a forma
escada.

1 0 0 3 2
b) AmatrizA=| 0 0 1 4 -1 | éuma matrizlinha reduzida a forma escada.
0000 O
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c) AmatrizA=

cada. Contudo, amatriz B linha equivalente a matriz A dada por B =

— o O O

S O O -

o - O O

oS O~ O

SN DN W

4

1

9 ndo é uma matriz linha reduzida a forma es-

1
1 000
0100
0010
0 0 01

é uma matriz linha reduzida a forma escada.

d) A matriz B =

duzida a forma esca

1 00

0 01

010

3
da. Contudo, a matriz C linha equivalente a matriz B dada

porC=10 1 0

0 01

17

11

11 1

17

3
5

do Exemplo 3.1.14 néao é uma matriz linha re-

é uma matriz linha reduzida a forma escada.

Exemplo 3.1.17 Obtenha a matriz B linha reduzida a forma escada da matriz A =

2 2 4 2

3 5 2 1

1 01 3
-1 4 2 1

Solucgdo: Para obtermos a matriz B reduzida a forma escada de A, precisamos efe-
tuar um conjunto de operacoes elementares sobre linhas na matriz A. Assim,

2 —2
3
1

N = N

2
5 1
0 3
-1 4 1

Lg—?Lz—L4

L3 —>2L3 —Lg

— N s W

o O O -

o O O -

SO ~O IO

1 01 2 10 1 3 2
L2—>L2—3L1
3 52 1 4| o2, |05 -1 —8 =2
2 24 =2 3| Lok+lho 10 2 2 —8 -1
-1 4 2 1 1 04 3 4 3
2 ] 10 1 3 2
—5 | Ls—Ls—2L, [ Q0 1 —4 —12 -5
L4—’L4—4L2 ~
-1 - 0 0 10 16 9
3 | 0 0 19 52 23
N 1 00 23 7
~5 | par, |01 0 =92 =25 |
—5 | La=L-193 | 0 0 1 —20 -5
23 N 0 0 0 432 118
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[ 155 ]
1 00 0 —
216
1 0 0 23 7 7
L 0 1 0 —92 —-25 | LimLi—23L, 0100 54
L, La Ly— Ly +92L,
432 0 01 =20 —5 Ly — L3 +20L,
59 ~ 25
000 1 — 0010 =
216 54
59
0 001 —
i 216 |

Portanto, a matriz B reduzida a forma escada da matiz A, é a matriz dada por:

155
1 00 0 —
216
7
01 0 0 —
54
B=
25
0 01 0 —
54
59
00 01 —
| 216 |

Agora, podemos definir Sistemas Lineares Escalonados.

Definicao 3.1.14 Sejas: AX = b um sistema linear m x n. Entdo, dizemos que s estd

na Forma Escalonada quando a matriz estendida [A:b) de s tem todos os elementos
abaixo de qualquer elemento da forma a,; x;, nas linhas i > k valendo zero.
|

Usando de um abuso de linguagem, podemos considerar a “diagonal principal”

da matriz estendida [A:b] como sendo a diagonal formada por todos os elementos
da forma a;; x;, paratodo i € {1,2,---, m}. Com isso, a definicdo anterior nos diz
que, novamente usando um abuso de linguagem, que uma matriz estd na forma es-

calonada quando a sua matriz estendida [A:b] estd na forma escada. E importante
ressaltar que das propriedades anteriores, todo sistema linear s é equivalente a um
sistema linear escalonados s’. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.1.18 Exemplos de sistemas lineares na forma escalonada:

@ s x + 2y = 1 2x + y + z =4
: y = =2’ b) s: 3y + z = 5.
z =1
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Observacao 3.1.6 Seja s : AX = b um sistema linear m x n. Para escalonarmos o
sistema linear s, precisamos aplicar as operacoes elementares sobre linhas na matriz

estendida [A:b].
|

Vejamos mais exemplos.

Exemplo 3.1.19 Encontre o sistema linear escalonado s’ equivalente ao sistema li-
x + y + z =1
nears:y 2x + y — 3z = 4.
3x + 2y — 2z =5

11 1,1
Solucgdo: A matriz estendida[A:b]do sistemalinear s édadapor:s: | 2 1 —3 : 4
3 2 2'5

Dessa forma, para obtermos a matriz escalonada de [A:b], precisamos aplicar as
operagoes elementares sobre a matriz estendida. Assim, como

11 1.1 ~ 1 1 1.1 1 1 1.1
| L= L =21, | L3— L3—L |

2 1 —3'4| -3, [0 —1 52| 8787 109 1 —5'2],

32 —215 ~ 0 -1 —512 00 010

segue que o sistema linear s’ escalonado do sistema linear s € dado por

S,_x+y+z:1
' -y — 5z = 2°

Exemplo 3.1.20 Encontre o sistema linear escalonado s’ equivalente ao sistema li-
x + 2y — 3z =1

nears:3 3x — y + 2z = 0.
2x + y + z = 2
1 2 -3.1
Soluc@o: Amatrizestendida[A:b]dosistemalinear s édadapor:s: | 3 —1 2 |0
2 1 112

Dessa forma, para obtermos a matriz escalonada de [A:b], precisamos aplicar as
operacoes elementares sobre a matriz estendida. Assim, como

1 2 31| ., |1 2 =31 1 2 =31
3 -1 20| L—L-2n, [0 =7 113 | B> | o 7 11'-3
2 1 112 > 0 -3 710 0 0 16'9

segue que o sistema linear s’ escalonado do sistema linear s é dado por

x + 2y — 3z = 1
s — 7y + 11z = -3 .
16z = 9
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Exemplo 3.1.21 Encontre o sistema linear escalonado s’ equivalente ao sistema li-

2x + y= 5
nears:y 5x + 2y = 3.
x + 2y =1
2 1,5
Solugdo: A matriz estendida [A:b] do sistema linear s é dadapor: s: | 5 2 : 3
1 21

Dessa forma, para obtermos a matriz escalonada de [A:b], precisamos aplicar as
operagoes elementares sobre a matriz estendida. Assim, como

2 L5 | o, (12| L. 211 1 2.1
5 2'3| -t |5 2'3 | Lon-a |0 —8'—2 | 7t | g gl
121 ~ |2 15 - 0 -3 3 0 0130
segue que o sistema linear s’ escalonado do sistema linear s é dado por
x + 2y = 1
s’ — 8y = —2.
0 = 30
|

Exemplo 3.1.22 Encontre o sistema linear escalonado s’ equivalente ao sistema li-
x + 4y= -8

nears: 3x — y = 15 .
10x — 12y = 7
1 4 -8
Soluc@o: Amatrizestendida[A:b]dosistemalinear s édadapor:s: | 3 —1 |15
10 —121 7

Dessa forma, para obtermos a matriz escalonada de [A:b], precisamos aplicar as
operacgoOes elementares sobre a matriz estendida. Assim, como

1 4 .8, , . |1 4 .-8 1 4, -8
3 —1 115 | Li—L—w0L, [ 0 —13!39 | 7Bk g 13! 39 |
10 —121 7 > 0 —52187 0 0 '-897

segue que o sistema linear s’ escalonado do sistema linear s é dado por

x + 4y = -8
s’ — 13y = 39 .
0 = -—-897

Agora vamos apresentar a defini¢do de Escalonamento Completo de um sistema
linear s: Ax=Db.
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Definicao 3.1.15 Seja s : AX = b um sistema linear m x n. Dizemos que o sistema

linear s é Resolvido por Escalonamento quando a sua matriz estendida [A:b] estd
linha reduzida a forma escada.
|

Agora vamos apresentar alguns exemplos de resolucdo de sistemas lineares por
escalonamento. Na proxima se¢do apresentaremos outra forma de obtermos a so-
lucao de um sistema linear.

x + y + z= 6
Exemplo 3.1.23 Resolva o sistemalinears:5 x + 2y + 2z = 9 pores-
2x + y + 3z = 11
calonamento.
1 11,6
Solucgdo: A matrizestendida[A:b]do sistemalinear s édadapor:s: | 1 2 2 : 9
2 1 3'11

Dessa forma, para obtermos a matriz linha reduzida a forma escada de [A:b], pre-
cisamos aplicar as operacoes elementares sobre a matriz estendida. Assim,

11 1.6 | ., , |1 1 1.6 11 1.6
1 229 | L—L-2n, [0 1 13 | B7B* 19 1 1'3 [~
2 1 3111 > 0 -1 11-1 00 22
o [rvvie] o, [1 0053
Lamals 10 1 13| Lamk-1s |0 1 02 |.
N 00 1'1 ~ 00 1'1
Portanto, a solucdo do sistema linear s fica dadapor x =3, y =2ez=1. ]

2x + 4y — 2z= 2

Exemplo 3.1.24 Resolva o sistema linears : { —2x — 2y + 2z = 1 por
5x + 4y — 3z = 6
escalonamento.
2 4 =22
Solugdo: A matrizestendida[A:b]dosistemalinear s édadapor:s: | —2 —2 2 : 1
5 4 =316

Dessa forma, para obtermos a matriz linha reduzida a forma escada de [A:b], pre-
cisamos aplicar as operacoes elementares sobre a matriz estendida. Assim,

2 4 2,2 . 12 =10l | o, |12 =101
—2 =2 21| ek 2 2 201 | LoL-sn [0 020 0 !3 [~
5 4 —316 ) 5 4 —316 - 06 211
1 2 =11 |, ., ,  |10-1,-2 1 0 —1,-2
1 1 2
f=3le 10 1 0 13/2 | Lamms+sr, |0 1 0 13/2| 72 o1 03/2
- 06 21 - 00 210 ) 00 15
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1 00,3

h=hxls f g 1 0!3/2

0015

~ . . 3
Portanto, a solucdo do sistema linear s fica dada por x =3, y=5e2=5. [ ]
x +y + z — t= 6

Exemplo 3.1.25 Resolvao sistemalinears : -y — 4z + 3t = -—-13
12z — 6t = 30

por escalonamento.

1 1 1 -1, 6

Soluc@o: Amatrizestendida[A:b]do sistemalinear s édadapor:s: | 0 —1 —4 3 | —13

0 0 12 —6' 30

Assim,
1 1 1 -1, 6 | 1 1 1 -1.686
0 -1 —4 3 —-13| B~ [0 -1 -4 3 |-13 |~
0 0 12 —6' 30 ” 0 0 1 —1/215/2
10 -3 2 ,-7 1 00 1/2.1/2
Li—Li+L
Lo-fai; |01 0 —1 ' 3 | B~k g 3 o —1 '3
~ 00 1 —1/215/2 001 —1/215/2
Assim, temos que
x + t/2 =.1/2
s:|ly — t =3
z — t/2 =15/2
Assim, deixando a solucao do sistema linear s : Ax = b em funcao da variavel ¢,
1—1 541
temosquesz,y:3+t,z=TeteR. [ ]

Nos exemplos anteriores procuramos a solucao dos sistemas lineares sem verifi-
carmos se existia, ou nao, solugdo, ou seja, sem uma discussdao de s : Ax = b. Agora
daremos mais um passo nessa direcao. Para isso, vamos definir o Posto, ou Caracte-
ristica, de uma matriz, que estd relacionada com o nimero de linhas nao nulas da
matriz linha reduzida a forma escada equivalente a matriz dada. O posto da matriz
vai nos ajudar a estabelecer uma forma de discussao dos sistemas lineares.

Defini¢ao 3.1.16 Seja A = (a; ), Uma matriz e seja B a matriz linha reduzida a
forma escada equivalente a matriz A. Entdo, o Posto, ou a Caracteristica, da matriz
A, denotado por p(A) é dado pelo niimero de linhas ndo nulas da matriz B linha
reduzida a forma escada equivalente a A.

Observacao 3.1.7 Podemos tomar uma versdo mais fraca dessa defini¢do, conside-
rando B como sendo a matriz escalonada equivalente a A.

Agora, vejamos alguns exemplos.
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, temos que a matriz B escalonada equiva-

Exemplo 3.1.26 a) Sendo A = l i 2

2
lente a A é dada por B = l ] Dessa forma, temos que p(A) =2.

0 —2
1 3 4
b) SendoA=| 2 5 —1 |, temosqueamatrizB escalonadaequivalentea A édada
2 6 8
1 3 4
porB=| 0 —1 =9 |. Dessa forma, temos que p(A)=2.
0 0 O
1 2 3
c) SendoA=| 3 5 7 |, temosquea matriz B escalonada equivalente a A é dada
4 6 5
1 2 3
porB=| 0 —1 —2 |. Dessaforma, temos que p(A)=3.
0 0 -3

4
8
12

1
d) SendoA=| 2 , temos que a matriz B escalonada equivalente a A é
3

dada por B = . Dessa forma, temos que p(A) = 1.

SO = o
SO N O oW

S O =

S o Ww

Agora apresentaremos um teorema que nos ajudard a discutir um sistema linear
escalonado, conhecendo o posto da matriz principal e a matriz estendida relacio-
nada com ela.

Teorema 3.1.2 (Teorema de Rouché-Capelli:) Seja s : Ax = b um sistema linear
m x n. Entdo, temos que s é um sistema linear possivel se, e somente se, p (A) =

Jo) ([Afb]). Além disso, temos que s é determinado se, e somente se, p (A) = n.

Demonstracdo: Sejas:Ax = b umsistemalinear mxnesejas’: A'x = b’ o sistema
linear escalonado de s. Dessa forma, temos que A’ € a matriz escalonada da matriz

A e[A’:b’] é a matriz escalonada da matriz estendida [A:b]. Como [A:b] tem uma

coluna a mais do que A, segue que p (A)< p ([Afb]). Se vale a desigualdade estrita,

segue que [A’:b’] tem uma linha da forma [0 0 --- 0:c], com ¢ # 0. Consequente-
mente, 0x;, +0x, +---+ 0x, = ¢ se, e somente se, 0 sistema linear s é impossivel.
Portanto, s é um sistema linear possivel se, e somente se, p (A)=p ([Afb] .

A parte do determinado ndo serd demonstrada nessas notas. [ ]
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Vamos aos exemplos. Aqui terminamos essa secao, na proxima estudaremos a
Regra de Cramer! para resolucédo de sistemas lineares.

x + y — 2z = 4
Exemplo 3.1.27 Discuta o sistema linears:{ —x + 4y — 3z = 1.
2x + 2y + z = 2
1 1 2.4
Solugdo: Seja[A:b]=| —1 4 —3 1 | a matriz estendida do sistema linear s.
2 2 112

Assim, a matriz [A’:b’] linha equivalente a forma escada de [A:b] fica dada por

11 =204 o [11 204
[Ab]=| -1 4 =3 1| L—L-2, |0 5 =5 5 |~
2 2 112 - 00 56
owss, |11 =20 4 bonen, | 11 01 8/5 100,
L-15; | 0 1 =1 1 L-L+2, [0 1 0!=1/5 | "~k 10 1 0!
~ 00 1:1-6/5 ~ 00 1'-6/5 00 1
1 00
Dessaforma,comop([AEb]):Bep(A):p 010 :B:p([AEb]), seque
0 01
. . . ~ 9
que s é um sistema linear possivel e determinado. A solucdo de s é dada por x = =
1 6
V= 5!Z_ 5 |
—Xx + 3y — z = 2
Exemplo 3.1.28 Discuta o sistema linears:{ 3x — y + 2z = 1.
2x + 2y + z =3
-1 3 -1,
Solugdo: Seja[A:b]=| 3 —1 2 ;1 | amatrizestendida do sistema linear s.
2 2 113

Assim, a matriz estendida [A":b’] linha equivalente a forma escada de [A: b ] fica dada
por

_ -1 3 —1.2] .. [-13 1.2
[Aib]=] 3 —1 2 |1 | Li—Is+2L 0 8 —1,7 |~
2 2 1 23 ~ 0 8 —1{7

!Gabriel Cramer (1704-1752) foi um matemaético suigo. Filho de um médico, tinha dois irmaos.
Em 1722 obteve na Universidade de Genebra o titulo de doutor por seu trabalho na area da acustica.
Em 1724 tornou-se professor de matemadtica e de filosofia da Universidade de Genebra. Dedicou
especial atencdo a teoria das curvas. A sua obra mais importante foi Introduction a l'analyse des
courbes algébriques (1750). Ocupou-se também da origem, forma e movimento dos planetas. E
famosa a regra para solucao de sistemas de equacdes lineares que tem o seu nome
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oy, |13 o2 b [10 5/815/8
Liml-1, | 0 1 —1/8'7/8 | M™%k | o 1 —1/8'7/8
~ 00 0 10 00 0 '0
1 0 5/8
Dessa forma, como p ([Afb]) =2ep(A)=p| |0 1 —1/8 =2=p ([Afb]),
00 0
seque que s é um sistema linear possivel e indeterminado. Assim, deixando a solu-
5(1—z
¢ao do sistema linear s : Ax = b em funcao da varidvel z, temos que x = ( 5 ),
7+z
y= ezeR. [ ]
x + y + z 2
Exemplo 3.1.29 Discuta o sistema linears:{ x — y + z = 2
x + 2y + z = —1
1 1 1,2
Solucdo: Seja[A:b]=| 1 —1 1 2 | amatriz estendida do sistema linear s.
I 2 1'-1

Assim, a matriz estendida [A”:b’] linha equivalente a forma escada de [A:b]fica dada
por

11 12 |, [1 1 12
[Ab]: 1 -1 1: 2 Ly—L3—1, 0 —2 0: 0 ~
1 2 11-1 ~ 0 1 0'-3
11 1,2 1 01,2
lm12l g 1 0! 0 PRl I 0'0
01 03 ~ 000'3
1 01
Dessa forma, comop([Afb])z?;ep(A):p 010 =2#p [A b]) seque
0 0O
que s é um sistema linear impossivel. [ |

Agora, faca alguns exercicios.

3.2 Exercicios

Exercicio 3.2.1 Escreva na forma de matriz cada um dos sistemas lineares a seguir.
Além disso, escreva a matriz estendida do sistema linear s e encontre o posto da ma-
triz dos coeficientes e da matriz estendida.

) 2x + 3y= 4 | )ox + 2y= 3 |
“)S'{x — 5y= 2’ C)S'{zx + 5y= 9’

) 6x + 2y= 9
b)s'{zx — 7y=1"
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x + 2y= 5 x + 2y + 3z = 14
a s:{ 3x — y= —6; g s: 2x — 3y + 2z = 2 ;
4x + y =3 —2x + y — 5z = -—-15
3x + 2y= 5 X o+ 5y = 2 >
e s:{ —x — 5y= —6 ; h) s:{ 7x — 2y + 3z = 8;
5¢x + 12y =17 2x — 5y + 1lz 8
X + y 4+ z + t
x + 5y + z =3 . 2x — 2y + 2z — 2t =
f)s:{ 3x + 4y = 2 bs: 3x + 3y — 3z — 3t =
x — 2y — 3z =4 4x + 4y + 4z — 4r =

Exercicio 3.2.2 Encontre a matriz linha reduzida a forma escada de cada uma das
matrizes a seguir.

a)A:ls 2 —1]. (32 1 1 1
4 =3 2 | d)A=|12 -2 4 -1 |;
32 4 -3 7
2 30 -
b)A‘[z 5 2]’ 3 2 11 2 —4
3 2 4 3 -2
1 5 -1 5 e A=| 3 5 —4 1 —7
) A=|7 -2 3 -8 |; 0 2 -3 —4 5
2 4 -3 7 | 4 4 -3 3 2

Exercicio 3.2.3 Discuta e encontre, se existir, uma solugdo para cada um dos siste-
mas lineares a seguir por escalonamento.

@ s x + 3y= 7 x + 2y + z =9
| x — 5y= 2" g s:{2x + y — z = 3;
3x — y — 2z = -4
3x + 2y= 5
b) s {Zx — 4y= -7’ x + 3y + 2z = 2
h) s:{ 3x + by + 4z = 4 ;
) —3x + 2y= 11 5 + 3y + 4z = -—-10
&3 x — 3y= -1’
x + y + z 2
& x + 3y= 4 ) s: ;x + 2y — z = —;,
1 =5x — 15y= 10"’ Xty - 2= -
x — 2y = 8
x +y / . 3x — y=9
e) s X + z = 8 ; sy +oy= 1 ;
y + z J 5 + 7y = -10
x + y + z 0 x + y = 3
f) s x + 2y + 3z = 2 ; k) s: x — y= 1 ;
2x — 2y + 2z = 12 3x + 7y= 27
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3x —y + z = 1 x + y + z — 2t = 5
D s 2x + 3z= -1 ) s 2x + 'y — z + 3t = 3
] 4x + y — 2z -3’ "l 3x + 3y — 3z — 3t = 12°
X -y + z = 1 2x + 2y + z — t = 4
3x + 2y + z + 1
n)s: 3y + z -— = 10 .
2z — 3t = =5
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