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3.3 ARegrade Cramer

Vamos iniciar essa secdo enunciando o Teorema de Cramer para resolucao de sis-
temas lineares. Esse método é muito utilizado na resolucao de sistemas lineares
com pouco nimero de varidveis, mas pode ficar dificil o seu uso para sistemas line-
ares com um grande numero de varidveis por causa do célculo dos determinantes.
Vamos ao teorema.

Teorema 3.3.1 (Regra de Cramer:) Seja s : Ax = b um sistema linear n x n. Assim,
se D =det(A) # 0, entdo, temos que s é possivel e determinado e, além disso,

D.
xi:Bl; Vie{l,z,"',n},

onde D; é o determinante da matriz que obtermos de A, substituindo a coluna A; pela
matriz b dos termos independentes.

Demonstracido: Seja s : Ax = b um sistema linear n x n tal que D = det(A) # 0.
Como A é invertivel, entdo, temos que uma soluc¢io de s é dada por x = A™'b, onde
A~ é ainversa de A. Dessa forma, temos que s possui solu¢do. Agora precisamos
mostrar que ela é tinica. Para isso, suponha que exista x tal que Ax = b. Dessa
forma, temos que

x=Ildx=A"Ax=A""b=x.

Portanto, s é possivel e determinado.

1 — _
Como x =A"'b e A7 =———C, onde C é a matriz adjunta de A, entdo, temos
que det(A)
An An o Ap b,
1| Az Ap - Ap b,
xX=— ) . =
D : cee
Aln AZn Tt Ann bn

como o elemento x; é obtido multiplicando a linha i pelo vetor b, para todo i €
{1,2,---, n}, entdo, temos que

ay - Ay b oayy - agy,
1 1| Gn Gy by Gy - Gy D;
X =— (DA +bAy 4+ bAy)=—| | =—.
i D ( 14118 24120 n m) D : D
py  Api bn Anpiv1 °° App
Portanto, vale a Regra de Cramer. [ |

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.3.1 Use o método de Cramer para obter a solugdo do sistema linear

) —x — 4y= 0
*13x + 2y= 5"
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S . . L -1 —4
Solucdao: Temos que amatriz principal do sistemalinear s é dada por A= l 3 9 l

Assim,
-1 —4

D=4 5

=—2+12=10#£0

e, por isso, s € um sistema linear possivel e determinado. Como

0 —4 -1 0
DI—‘S 2 —0+20—206D2—‘ 3 5‘——5—1—0——5,
segue que a solucdo do sistema linear s fica dada por
D, 20 D, —5 1
:—:—:Zey:—:—:——.
D 10 D 10 2
|
Exemplo 3.3.2 Use o método de Cramer para obter a solugdo do sistema linear
X +y + z = 6
S: x —y — z = —4 .
2x — y + z 1
1 1 1
Solucao: Temos que a matriz principal do sistemalinear s édadaporA=| 1 -1 -1
2 -1 1
Assim,
1 1 1
-1-1.1 —-1-1.1 -2 =2
D=1 -1 -1 |= 'z' ‘=2—6=—4750
5 1 1 1-12 1-1.2 3 —1
e, por isso, s é um sistema linear possivel e determinado. Como
6 1 1
Di=|—4 —1 —1 |=—6—1+4+1+4—6=—4,
1 -1 1
1 6 1
D,=|1 —4 —1|=—4—-12+1+8—6+1=—12¢
2 1 1
1 1 6
D=1 -1 4 |=—1—-8—-6+12—1—-4=-§,
2 -1 1
segue que a solucdo do sistema linear s fica dada por
D, -4 D, —12 Dy -8
x:—:—:l,y:—:—zseZ:—:—zz_
D —4 D —4 D —4
|
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Exemplo 3.3.3 Use o método de Cramer para obter a solugdo do sistema linear

3x —y + z = 1
s:y 2x + 3z = —-1.
4 + y — 2z = 7
3 -1 1
Solucao: Temos que a matriz principal do sistemalinear s édadaporA=| 2 0 3
4 1 =2
Assim,
3 -1 1
D=2 0 3 |=0+2—-12—-0—4—-9=-23#0
4 1 =2
e, por isso, s é um sistema linear possivel e determinado. Como
1 -1 1
D=|-1 0 3 |=0—-1-21+0+2—-3=-23,
7 1 =2
3 1 1
D,={2 -1 3 |=6+14+4+12+4—-63+4=—23e¢
4 7 =2
3 -1 1
D;=|12 0 —1|=0+4+2-0+14+3=23,
4 1 7
segue que a solucdo do sistema linear s fica dada por
D, 23 D, —23 D, 23
:—:—:1’ y:—:—:lez:—:—:—
D 23 D =23 D 23
|

Exemplo 3.3.4 Use o método de Cramer para obter a solugdo do sistema linear

X + y + Z + t = 1
2x —y + =z = 2
s:
—x + y - V4 — = 0
2x + 2z + t = —1
1 1 1 1
a i _1 1 O . . . . .
Soluggo: - Seja A = 1 1 —1 -1 a matriz principal do sistema linear s.
2 0 2 1
Assim,
; —11 } (1) —1-1.2 1—-1.2 0—1.2
D=\, | 5 4 |7|1-tED 11— —1-L(=1) | =
2 0 2 1 0—-1.2 2—1.2 1—1.2
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-3 -1 -2
=| 2 0 0 [=04+0+0—0—2—0=—2#0
—2 0 -1
e, por isso, s é um sistema linear possivel e determinado. Como
; -jl i é —1—1.2 1-1.2 0—1.2
Di=| o | 4 _{|=| 1710 -1-10 -1-10 |=
1 0 2 1 0—1.(-1) 2—1.(-1) 1—-1.(-1)
-3 -1 -2
=1 -1 —1|=6—6+1—242—9=-8,
1 3 2
; ; i é 2—1.2 1-1.2 0—1.2
e I e O e e e N R I
5 _1 9 1 —1—1.2 2—1.2 1-1.2
0o -1 —2
= 1 0 0 |[=04+04+0—0—1—-0=-1,
-3 0 -1
; ji ; 1 —1-—-1.2 2—1.2 0—1.2
Di=| | o _|=|171ED 0= —1-L(-1) | =
5 0 -1 1 0—1.2 —1—-1.2 1-1.2
-3 0 -2
=| 2 1 0 |=3+124+0—4+0+0=11e€
—2 -3 -1
; _31 } ; —1—-1.2 1-1.2 2—1.2
Di=| 5 | ., o |F|171ED S1-L=1) 0-L(-) | =
5 0 5 1 0—1.2 2—1.2 —1—-1.2
-3 -1 0
=2 0 1 [=0+0+2—0—0—6=—4,
—2 0 -3
segue que a solucgdo do sistema linear s fica dada por
D, -8 D, -1 1 Dy 11 11 D, —4
x:—:—:4’y:—:—:—,Z:—:—:——e[:—:—zz.
D =2 D -2 2 D =2 2 D -2
|

Exemplo 3.3.5 Use o método de Cramer para obter a solugdo do sistema linear

x+y+z =1
s:{ 2x—2 z+1

= 1 =
3z+2 2z+y
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Solucao: Observe que s ndo estd apresentado como um sistema linear, contudo

podemos reorganizar as equacdes para chegar no sistema linear propriamente dito.
2x—2 z+1 2x—2

Observe que =1= corresponde a duas igualdades: =1le
3z+2 2z+y 3z+2
z+1 . ) . .
2ty 1. Para a primeira, que s6 faz sentido para 3z + 2 # 0, multiplicando os
zTYy
dois lados da igualdade por 3z + 2 chegamos a:
2x—2 2 2
=1e3z2+2#0=>2x—2=3z+2ez#——==>2x—-3z=4ez#——.
3z+2 3 3

Por outro lado, a segunda igualdade s6 faz sentido se 2z + y # 0 e, multiplicando
cada os dois lados da equacao por 2z + y chegamos a:

z+1
2z+y

=le2z+y#0=>z+1=2z+yey#2z=>y+z=1ley#2z.

Portanto, o sistema linear s pode ser reescrito por:

x +y + z = 1
2x — 3z =
s y + z = 1
” 2
Z —_——
3
y # 2z
Dessa forma, o determinante da matriz principal fica dado por:
1 1 1
D=|2 0 =3 |=0+24+0—0—24+3=3#0
01 1

e, por isso, s é um sistema linear possivel e determinado. Como

1 1 1
D,=|4 0 -3 |=0 (duaslinhasiguais),
1 1 1
1 1 1
D,={2 4 3 |=4—-04+2—-04+3—-2=7e¢
01 1
1 11
D;={2 0 4|=04+24+0—-0—4—-2=—4,
011
D, 4#2 D277é82 oluc
ecomoz=-—=——#——=ey=-—==%#—=—2z, segue que s possui solucao
. 3 3¢Y=p =373 gue q p ¢
unica dada por:
D, 7 4
x=—=0,y=-e——.
D 3 3

Até agora usamos a Regra de Cramer para sistemas quando o determinante da
matriz principal € ndo nulo. Na observacao a seguir iremos apresentar as discussoes
quando o determinante da matriz principal assume valor zero.
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Observacao 3.3.1 A Regra de Cramer nos diz que se s : Ax = b é um sistema linear
de ordem n edet(A) # 0 é condicdo necessdria e suficiente para que s seja um sistema
linear possivel e determinado. Uma consequéncia disso é que s é impossivel se, e

somente se, det(A)=0ep ([Afb] # p (A). Essa tiltima condicao é equivalente a dizer

que o valor do determinante principal D = det(A) = 0, mas para pelo menos um
dos determinantes secunddrios vale a condicdo D; # 0. Portanto, temos as seguintes
situagoes:

e det(A) # 0: sistema linear possivel e determinado;

o det(A)=0eD; =0, para todo i €{1,2,---,n}: sistema linear possivel e indeter-
minado;

o det(A)=0eD; #0, paraalgum i €{1,2,---,n}: sistema linear impossivel.

Vejamos agora os exemplos.

Exemplo 3.3.6 Discuta cada um dos sistemas lineares a seguir.

@ s: X + y= 5 2x — y + 3z = —4
1l x — y= 3"’ e) s: X 4+ 2y — z = 5 ;
4x — 2y + 6z = -8
ox + y= 4
b)s'{Ox — O0y= 0" X —y + 3z 1
fls:y x +y + z = =3;
Jx + y=9 2x — y + 5z = 0
C)S'{ x + y= 7"
X -y + z = 2
A s 7x + 3y= 23 g s:{ 2x + 2y — 2z = 5.
| 15x — 2y= 24"’ 3x + 2y + z = 4

Solucao:

1 1
a) A matriz principal do sistema linear s é dada por A= [ 1 —1 ] Assim,

1 1
‘ ‘ =—1-1=-2#0
e, por isso, s é um sistema linear possivel e determinado. Como

1
1

‘:3—5:—2,

segue que a solucdo do sistema linear s fica dada por

D, -8 D, -2
x:—:—:4ey:—:—:]_.
D =2 D =2
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. . . . , 11 .
b) A matriz principal do sistema linear s é dada por A= [ 0 0 ] Assim,
11 4 1 1 4
D= 0 0 =0.Como D, = 0 0 =0eD,= 0 0 =0,

segue que s é um sistema linear possivel e indeterminado. A solugdo de s pode
ser representada por

x=5—yeyeR.

11
¢) A matriz principal do sistema linear s é dada por A= [ 11 ] Assim,

[a—

9 1
71

R —9—7=24#0,

1
‘:O.ComoD1:|

segue que s é um sistema linear impossivel. Portanto, s ndo tem solucao.

2 -1 3
d) A matriz principal do sistema linear s édadaporA=| 1 2 —1 |. Assim,
4 -2 6
-1 3
D=|1 2 -1 |=0(Linha3éodobrodalinhal).
4 -2 6
Como
2 -1 3
D,={5 2 -1 |=0(Linha3éodobrodalinhal),
4 -2 6
2 2 3
D,=|1 5 —1 |=0(Linha3éodobrodalinhal)e
4 4 6
2 —1 2
D;=|1 2 5 |=0(Linha3éodobrodalinhal),

4 -2 4

segue que s é um sistema linear possivel e indeterminado. Escalonando o sis-
X + z = =3/5

tema linear s chegamos a: s : { y — z = 14/5 e, por isso, a solucao

de s pode ser representada por

3 14
X=———2z,y=—+zezeR.
5 5
1 -1 3
e) A matriz principal do sistema linear s édadaporA=| 1 1 1 |. Assim,
-1 5
1 -1 3
D=1 1 1|=0(L,=2L;—3L)).
-1 5
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Como
1 -3 L,+3L, 113 L,+3L,
D=3 1 1|=0{L=="") D=1 8 1|=0(L,=="")ve
0 -1 5 2 0 5
-1 L,+3L,
D,=|1 1 —-3|=0r,=22T221)
2 -1 0 2

segue que s é um sistema linear possivel e indeterminado. Escalonando o sis-
X + 2z = -1

y ., - _p &por isso, a solucao

tema linear s chegamos a: s : {

de s pode ser representada por

x=—1-2z, y=—2+zezeR.

1 -1 1
f) A matriz principal do sistema linear s ¢ dadaporA=| —2 2 —2 |. Assim,
3 2 1
1 -1 1
D=|-2 2 =2|=0(L,==2L,).
3 2 1
Como
2 -1 1
D=5 2 —2|=4+10+8—-8+5+8=27#0,
4 2 1

segue que s € um sistema linear impossivel. Portanto, s ndo tem solucao.

Agora, faga alguns exercicios. Bons estudos.

3.4 Exercicios

Exercicio 3.4.1 Discuta cada um dos sistemas lineares a seguir e encontre, se existir,
a solugdo do sistema, usando a Regra de Cramer.

x + y — 2z = 4 2x — y + =z
a) s:{ —x + 4y — 3z = 5 ; c) s: x + 2y + z = 1;
2x + 2y + z = 2 x + y + 2z
—x + 3y — z = 2 —X — y + z 0
b) s:{ 3x — y + 2z = 1; a s:{ 2x + y + z = 1;
2x + 2y + z =3 5x + 4y — 2z =1
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x + y +
e) s: x - y +
x + 2y +
—2x + Yy
f) s: x = 2y
x + y
—Xx + ¥y
g s:{ 2x — Yy
3x + 2y

z 2
z = —1
\
+ z =1
+ z =17 (
- 2z = i) sy
—z =1
-z = 1;
- Z 2

3x
2Xx

2Xx

2Xx
2Xx

+ + +

2z

2z
3z
2z

2t
3t

Exercicio 3.4.2 Determine valores de k, se existir, de modo que o sistema linear s :
X + 2y + kz = 1
kx + 4y — 4z = 2
2x + y + z = 2k

seja possivel e indeterminado.

Exercicio 3.4.3 Determine valores de k, se existir, de modo que o sistema linear s :

2x + y + 2kz = 0
2x + ky — 2z = =2 sejaimpossivel.
2x + 3y + z = 3k

Exercicio 3.4.4 Encontre, se existir, uma solugdo para o sistema linear

X — ycos(C) — zcos(B) = 0
s:{ —xcos(C) + y — zcos(A) = 0 .
—xcos(B) — ycos(A) + z =0
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