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1.21 Derivadas Parciais de Ordem Superior
de Funcoes Reais de Varias Variaveis
Reais

Dada uma funcao f : D C R"™ — R, segue que, em geral, as suas derivadas

parciais
of of of
Oxy Ory’ " O,
também sao fungoes reais de n variaveis reais. Assim, se as derivadas parciais
dessas fungoes existem, temos as chamadas Derivadas Parciais Sequndas de

f.

Observagao 1.21.1 Seja f : D C R? — R wma fungdo de duas varidveis x
ey. Entdo, existem quatro derivadas de sequnda ordem de f, que sdo:

e Derivada sequnda de f duas vezes em relagcao a x:
o0 f o (0f
@(x,y) ~ ox (%(‘Tay)) )

o Deriwvada sequnda de f primeiro em relacdo a x depois em relag¢ao a y:

92 f o (of
@mmw—@Qﬁmﬂ,

e Derivada sequnda de f primeiro em relacdo a y depois em relacdo a x:

92 f o (0f
saslan =5 (Fwn),

e Deriwvada sequnda de f duas vezes em relagao a y:

o0 f 0 [of
a—yQ(l’,y) = 8_y (8_y($’y>> .

Observacao 1.21.2 Seja f: D C R" — R wma fun¢ao. Entao,

a) Algumas das notagoes que utilizamos para representar as derivadas par-
ciais de sequnda ordem sao:

9% f

Do(D1f) = Diaof = fi2 = fay = ayon

Para esse exemplo, todas as notacoes representam a mesma deriwada de
sequnda ordem, ou seja, elas correspondem a derivada sequnda de f de-
rivando primeiro parcialmente em relagcao a x e em sequida derivando
parcialmente em relagao a y.
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b) Lembre-se: na nota¢ao com sub-indices, a ordem da diferencia¢ao parcial
aparece da esquerda para a direita. Por outro lado, na notagcdo envolvendo
0 a ordem aparece da direita para a esquerda.

of of  of
Ox, Oxs’ Oz,

Primeiras de f.

c) As fungoes sao chamadas de as Derivadas Parciais

As defini¢oes da derivada parcial de segunda ordem para uma funcao
f: D C R? = R, sao similares as definicoes de derivadas parciais de primeira
ordem. A seguir ilustraremos uma dessas definigbes. As outras podem ser
obtidas de maneira semelhante e, por isso, nao serao repetidas.

Definigao 1.21.1 Seja f : D C R* — R uma fung¢do. A Deriwada Parcial
de Sequnda Ordem de f, derivando primeiro em relagcao a x e depois em
relagcao a y, denotada por fi,, € a nova funcao definida por

fx(x,y + Ay) - fx(xv y)
m
Ay—0 Ay

9

se esse limite existir.
[ |

Podemos obter as derivadas parciais de terceira ordem, quarta ordem,
etc., de maneira andloga ao caso de segunda ordem. Por exemplo, as de-
rivadas de terceira ordem sao obtidas derivando parcialmente as derivadas
parciais de segunda ordem e assim por diante. Alem disso, as notacoes para
as derivadas parciais de qualquer ordem sao similares as notacoes de segunda
ordem. Por exemplo,

*f 0f
Oyoxdr  Oydxr?’

D112f = f112f = fm:y =

representam a derivada parcial de terceira ordem da funcao f, que é obtida
derivando primeiro duas vezes em relacao a x e depois derivando em relacao
a y. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.21.1 Dada a funcao f(z,y) = e*sen(y) + In(zy), encontre:

a) for(z,y); b) fay(,y); y aa;f |
x0Yy?

Solucgao:

a) Observe que precisamos da derivada parcial primeira em relacdo a x.
Assim, como

fulir.y) = esenly) + =,

segue que
1

f:m(x7y) = %(f1<xay)) = emsen<y> - E
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b) Usando a derivada parcial primeira em relagdo a x calculada anterior-
mente, teremos que

m@wzémmw:&m@.

c¢) Por fim, como é preciso derivar primeiro em relacdo a y duas vezes e
depois em relacao a x. Assim, temos que

fyl@,y) = e cos(y) ++ =

Y
1

= fy(x,y) = —e"sen(y) — E =

= fyya(T,y) = —e"sen(y).

Exemplo 1.21.2 Sendo f(x,y) = 4x°y* — 62y + 3, encontre todas as deri-
vadas parciais de sequnda ordem da funcao f.

Solugao: Temos que as derivadas de primeira ordem de f sao:
fo(z,y) = 202'y* — 122y e f,(x,y) = 162°y* — 62°.

Dai, as derivadas de segunda ordem ficam dadas por

fez(z,y) = %];x = %(20x4y4 — 122y) = 80z°%y* — 12y,

Jay(,y) = aaj;‘” = 0%(20954?/* — 122y) = 80z*y* — 12u,

fuy(z,y) = % = %(1635%3 — 627) = 80xty® — 12z e
Oy _ 0 (162°y® — 62%) = 482°y>.

fyy(x,y) = 8_y = 8_y
[ |

Se f: D C R*® — R é uma funcao, entdo, podem haver até n? derivadas
parciais de segunda ordem de f num ponto A € D. Por exemplo, para uma
fungao de trés varidveis (digamos, x, y e z), se todas as derivadas parciais
segundas existem, entao, teremos as seguintes funcgoes:

fxan fa:ya fzzv fya:vfyyafyza fzacafzy € fzz

Exemplo 1.21.3 Dada a fungdo f(z,y, z) = sen(zy+2z), encontre f,.,(z,y, 2).
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Solugao: Temos que derivar parcialmente primeiro em relacao a x, depois
em relacao a z e, por fim, em relacdo a y. Assim, temos que

fo(@,y, 2) = ycos(zy +22) =

= feu(z,y,2) = —2ysen(zy + 22) =
= fom(2,y, 2) = —2sen(xy + 22) — 2zy cos(zy + 22).
|

Para os préximos exemplos, estaremos interessados nas derivadas mis-
tas. Precisamos verificar se a ordem de derivagao é, ou nao, importante no
processo.

Exemplo 1.21.4 Dada a funcao f(z,y) = 23y — ycosh(zy), encontre:
a) fﬂcy(xay); b) fyx(xay)-

Solucao:

a) Derivando primeiro em relagao a x, temos que f,(z,y) = 3x%y—y?senh(zy).
Dai, derivando em relagao a y chegamos a

foy(7,y) = 327 — 2ysenh(xy) — zy? cosh(zy).

3

b) Derivando primeiro em relacao a y, temos que f,(x,y) = x° — cosh(zy) —

zysenh(zy). Dai, derivando em relacao a = chegamos a
fye(7,y) = 32% — ysenh(zy) — ysenh(zy) — 2y* cosh(zy) =
= fuy(z,y) = 327 — 2ysenh(xy) — zy” cosh(xy).

Portanto, para esse caso, temos que fu,(z,y) = fy.(z,y), para todo
(z,y) € R% [ ]

O que foi observado no Exemplo 1.21.4 nem sempre é verdade, isto é, as
derivadas parciais “mistas” f, e f,, nem sempre serao iguais, como veremos
nos proximos exemplos.

Exemplo 1.21.5 Seja f a funcao definida por

zy(x® — y?)

fay) =2 —aggp > % @ #00;

0, se (x,y)=(0,0);
Calcule as derivadas parciais de sequnda ordem fy,,(0,0) e f,.(0,0).
Solugao: Do Exemplo 1.9.7, temos que
f2(0,y) = —y, para todo y e f,(x,0) = z, para todo x.

Assim, temos que
fy(0,0) = =1 e f,.(0,0) = 1.
Portanto f,,(0,0) # f,.(0,0). -
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Exemplo 1.21.6 Seja f : R? = R a funcdo definida por
3
Ty

0, se (x,y)=(0,0);

Mostre que fy,(0,0) =1 e f,,(0,0) =0.

Solugao: Observe que se (z,y) # (0,0), entdo, temos que

0 0
f (m ) _ %(xy?,)[ﬁ + y2] - [zy?)]%(x? + y2) _ yg(ajz + y2) — 2[[;2y3
z\ T, Y (22 + y2)? (22 + 12)2

e para (z,y) = (0,0) temos que

£,0,0) = Jim 280 =/0.0) _, 0-0

=0.
z—0 x—0 z—0 x

Portanto, temos que

y3($2 + y2) . 2x2y3
folz,y) = (22 4 y?)?

o [of

Como f,,(0,0) = ay <(’9_x<0’0)>’ segue que

f2y(0,0) = lim f0.9) = fa(0.0) _ ) y=0_

y—0 y—20 y—0 gy

Por outro lado, temos que

NS 50 9. o
8_y($y )z +y7] — [y ]a_y(l’ +y°) _ 3zy2(2 + y?) — 2ay’ N

(22 4 y?)? (22 4 y?)?

fy(@,y) =

3z3y% + zyt
= fylz,y) = @)
e para (x,y) = (0,0) temos que

£,(0,0) = lim FO.y) = 10.0) _ 0=0_

y—0 y—20 y—=0 Yy

Portanto, temos que
32%y? + xyt

folwy) = ¢ (a2 +y2)? 7
0, se (x,y)=1(0,0);

)

Como f,,(0,0) = Ep (a—y(0,0)>, segue que

_ 1 fy(SC,O) _fy(oao) RT 0—-0
fyx(()? 0) B al}i% z—0 N altlir(l) €T
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Como ja mencionado, as derivadas segundas mistas de uma fungao po-
dem nao ser iguais (como visto nos Exemplos e 1.21.5 e 1.21.6). Agora
vamos apresentar condi¢oes que garantam a igualdade das derivadas mistas
de uma funcgao. Essas condicoes sao apresentadas a seguir, sendo elas dadas
no Teorema de Schwarz (ou Teorema de Clairaut). Primeiro, vamos a uma
definicao.

Definicao 1.21.2 Uma funcio f : D C R — R € dita ser de Classe C*
numa bola B(A,r) C D, se f admitir todas as derivadas parciais até a ordem

k continuas em B(A,r).
|

Agora, vamos ao teorema que nos garante a igualdade das derivadas par-
clals mistas.

Teorema 1.21.1 (Teorema de Schwarz ou Teorema de Clairaut):
Seja f: D C R® — R uma fungao de classe C? numa bola B(A,r) C D.
Assim, se A € B(A,r), entao,

0 f _O*f
&vﬁy(A) N 8y8x( )

Demonstracao: Nao serd feita nessas notas. |

Exemplo 1.21.7 Encontre as derivadas parciais sequndas da fungao f(z,y) =
3y?* — In(xy) + cos(2x + 3y).

Solugao: Temos que f é continua em todos os elementos do seu dominio,
visto que f é a soma de funcoes continuas. Além disso,

0
(2z + 3y) =

1 0
fo(z,y) = 32%y* — — —(zy) — sen(2z + 3Y) 5.

xy Ox

1
=327y — o 2sen(2z + 3y) e

1

fy(x,y) =227y — —g(xy) —sen(2z + 3y) 0

1
= 2%y — = — 3sen(2x + 3y),
)

que sao ambas continuas em D;. Dai, como

1
fea(zyy) = 6zy> + i 6 cos(2z + 3y),

1
fou(z,y) = 22° + i 6 cos(2z + 3y) e

fya(z,y) = 6x2y — 6cos(2z + 3y)
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sao todas continuas em Dy, segue que

foy(@,y) = fya(z,y) = 62y — 6 cos(2x + 3y).

Seja f: D C R" — R uma funcao. Do Teorema 1.21.1 temos que se f
for de Classe C®, entao, a ordem de calculo das derivadas mistas pode ser
invertida, sem que o resultado se altere. Por isso, temos que

fxxy = fxya: = fyx:c € fxyy - fyyx = fywy~
Para as derivadas de quarta ordem, se f for de classe C*, entao,

e trés derivadas em x e uma em y:
fa:a:;vy = f$$yw = f$yz33 = fyzz:m
e duas derivadas em z e duas em y:
f:c:cyy = facyxy = fyx:cy = fyryx = fyy:c:c = fxyyac;
e uma derivada em x e trés em y:
Jayyy = Jyayy = Fyyey = Syyye-

e assim por diante. Em outras palavras, aplicando o Teorema de Schwarz
repetida vezes numa funcao de classe C* temos que todas as suas derivadas
parciais mistas, com o mesmo nimero de derivadas parciais em cada uma de
suas variaveis, até a ordem k, sao todas iguais.

Vamos agora construir uma ideia para obter a derivada de ordem superior
de uma funcao com duas variaveis, que esteja definida implicitamente. Sejam

z=f(z,y), z=x(t) e y = y(t)
fungoes diferenciaveis. Assim, pela regra da cadeia temos que

dz  df _of de  Of _
i %(l‘ay) = %(xay)a + a—y(%y)a =Vf(z,y)- (E’ ﬁ) :

Sendo —— e — funcoes diferenciaveis, temos que

or Oy

v = (5 (Lew) o (Lwn)) = (550 gt

Assim, da regra da cadeia temos que

d (0f S of dr dy\ 0 f de  0*f dy

Analogamente, temos que

v = (5 (L) g (L)) = (soton G50 ).
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Novamente, da regra da cadeia temos que

(0F N O (T L de G dy
p (ay(ﬂf,y)) —Vay(:v,y) (dt, dt) = axay(x,y) T ayg(fc,y)dt-

d (Of d (0f
Dessa forma, conhecendo pr (%(x, y)) e - <8—y(x, y)), podemos encon-

trar a derivada segunda de z. Vamos a alguns exemplos.

Exemplo 1.21.8 Suponha que f = f(x,y) seja de classe C? num aberto
D c R% Considere g(t) = f(3t,2t + 1). FEaxpresse ¢"(t) em fungio das
deriwadas parciais de f.

Solugao: Considere g(t) = f(z,y), onde x(t) = 3t e y(t) = 2t + 1. Dessa
forma, temos que

of dr Of dy of of

g(t) = %(fv,y)a + ;y(x,y)g = 3%(%?;) + 28—y($,y)-
Assim,
ey _ o d [Of d |9f
Como
dy  ,0*f *f

d |of _O*f dv  O*f

d [0f _O*f de  O*f dy . 0°f 0 f
T [a—y($7 )} = 8x6y<x’y)ﬁ + a_yg(x7y)% = 3@(%9) + Qa—yQ(%y),
e sendo f é de classe C?, segue que
PR N *f 0 f ’f -
g'(t) =3 [3@(%?;) + 28y8x(ﬂc,y)} +2 [3axay(ﬂc,y) + 28—y2(x,y) =
_O*f 0*f 0 f
= 9@(%9) + 128y8x(x’y) + 4a—y2($,y),
onde x(t) =3t e y(t) = 2t + 1. |

Exemplo 1.21.9 Use o Exemplo 1.21.8 para calcular g”"(t), sendo g(t) =
f(x,y) = a2%y*, x(t) =3t ey(t) =2t + 1.

Solucao: Do Exemplo 1.21.8 temos que

02 f 02 f

o2 f

") = 9=—L 12

g'(t) =955z, y) + Dy
2

0x?

af o 4 4 f _ 3,4 8f2 _
Como —=(z,y) = bx"y", segue que 92 (x,y) = 20x°y" e ayax(x,y) =

Ox

2021y, Além disso, como

2

(z,y) = 42°y®, segue que —f(a:,y) = 122%?

5_34 0y?

e, consequentemente,
g"(t) = 9-202%y" + 12 202"y® + 4 - 122°y* = 122°y* (15y° + 20zy + 42°) =
= ¢"(t) =12 (3t)* - (2t +1)* (15(2t + 1)* + 20(3t) (2t + 1) + 4(3t)?) .
[ |
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Exemplo 1.21.10 Suponha que f = f(x,y) seja de classe C* num aberto
0

D C R2. Considere g(t) = t* (9f< ,y), onde z(t) = t? e y(t) = t3. Expresse

g'(t) em funcao das deriwadas parciais de f.

Solugao: Pela regra do produto, temos que

/10 =23 w425 [ ).

dv . dy _ .

Assim, como i = 2t, o =3t“e
of 1 _&f, . de & dy 3 , 0
G |G| = G G e G =25 @3 ),
segue que
of O’ f D’ f
! o4 2J 3 4
g(t)—2tax( )+2ta 5(T,y) + 3t ayax(x,y).

Exemplo 1.21.11 Suponha que z = f(x,2?) seja de classe C* num aberto
2

z
D C R2. Expresse e em funcao das derivadas parciais de f.
x

Solugao: Considere z = f(z,y), com z = x e y = 2. Assim pela regra da
cadeia temos que

dz Of de  Of dy Of of

i 895( y) T a—y(%y)% = %( . Y) +2$8—y($ Y-

Dessa forma, temos que

d? d (0 0
-t (e rafen)-

— i (Few) 2| f@ (Fwn) +o g (Fen))|.

Como

i (orton) = 3 (o) 35 (G )%—? "
o)

it (%) - 2 (o) iy (e

segue que

@ = 0% + 2x 0z + 2 % +x 0z +2w%
de?  Ox2 OyOx oy Oxdy oy )|’

e, sendo f de classe C?, segue que

@_ 0z + 4 0z 1 4 2%4_2%
de?  Ox? Oyox 0y? dy

ol
&Eé?x oy?’

_y:
dz
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Exemplo 1.21.12 Suponha v = u(z,y), x = z(r,s) ey = y(r,s) e admita
qUE Ugy = Uy,. Prove, usando a regra da cadeia, que

2 2
Upp = Ugg Ty + 2uzyxryr + Uyy Y + Up Ty + UyYpy-

Solugao: Temos que u, = u,, + uyy, e, consequentemente, segue que

0

0
Upy = E(u:pxr) + E(uyyr) -

0 0 0
= ) (ug)zr + u:ca (zr) + ) (uy)y'r + uya (Yr)
Como
0 0
E(uz) = UzzTr + u:rny € 8 (uy) uylﬁxT + uyyyﬁ
segue que

Upy = (uzxxr + uzyyr) Ty + UgZpy + (Uy:cx'r + Uyyy'r) Yy + Uy Yrr =
= umﬁ + 2y, Yy, + uyyyf + Up Ty + Uy Ypr-

Exemplo 1.21.13 Seja z = f(u — 2v,v + 2u), onde f(x,y) é uma fungdo
2

de classe C? num aberto D C R%. Expresse 92 em termos das derivadas
u

parciais de f.

Solugao: Considere z = z(z,y), © = u— 2v e y = v + 2u. Assim, do
Exemplo 1.21.12 temos que

2 2
Ruu = Rxaly, + 2Z:vyxuyu + ZyyYy + 2 Tyn + ZyYuu-
Dai,
Zuu = Zpg + A2y + 424y

Agora vamos ao exercicios...

1.22 Exercicio

Exercicio 1.22.1 Encontre todas as derivadas parciais de sequnda e terceira
ordem de cada um dos itens abaizo.

a) f(r,y) =6z +3y—7; £) fla,y) = 22

b) f(x,y) = 4a® — 3xy; g) V(r,h) = m.r?.h;

o ey =S Ge = h) g(w,p) = w* — 2w?p + 3w? — p?;
d) f(z,y) =zy* — 5y +6;

e) f(z,y) = 2T T 3y; i) f(s,t) =t+ s>+ 12
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Exercicio 1.22.2 FEzpresse ¢'(t) em termos das derivadas parciais de f,
sendo g dada por:

a) g(t) = g—i(x,y), r=1% ey =sen(t);
b) g(t) = t3%(3t,2t);
c) g(t) = %(tQ,%) + 5%(36”(3t>,t).

Exercicio 1.22.3 Sendo u = u(x,y), v = z(r,s) ey = y(r,s) e conside-
rando que Uyy = Uy, calcule Ugg.

Exercicio 1.22.4 FEzpresse ¢"(t) em termos das deriwadas parciais de f,
sendo g(t) = f(5t,4t).

u v

Exercicio 1.22.5 Mostre que a mudanc¢a de varidveis x = e

ey = e
transforma a equacao T2z, + yQZyy + 22y +yzy =1 em zyy + 20 = 1.

Exercicio 1.22.6 Mostre que cada uma das func¢oes u = u(x,y) a sequir

. 3 ) Pu  u
satisfazem a FEquacdao de Laplace em R* dada por — + — = 0.
or?  Oy?
_ . Y T
a) u(z,y) = In(z? + y?); ,y) = arct (_> —
) u(e,y) = (e +17) c) ulay) = aretan () +
2xy
xT d ; == t .
b) u(z,y) = e*sen(y) + eYcos(x); ) u(,y) = arctan <x2 _ yQ)
, . . 5 Pu  *u
Exercicio 1.22.7 A Equacdo de Laplace em R® € dada por — + — +
ox?  0y?
O 0 Most (z,y, 2) ! tisf io d
— = 0. ostre que u(x,y,z) = satisfaz a equagao de
02?2 ) &4 /22 + y2 £ 22 quag

Laplace quando (z,y,z) # (0,0,0).

Exercicio 1.22.8 Para cada uma das funcoes a sequir, encontre, se existir,
f24(0,0) e f,:(0,0).

2

W fe) =4 T % @UE00)
0, se (z,y)=1(0,0)

b) f(z,y) = J:nyy‘l se (z,y) 7 (0,0)

0, se (x,y)=1(0,0)
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