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2.3 Métodos para o Céalculo de Determinantes

Nessa secdo apresentaremos alguns algoritmos que nos permite calcular determi-
nantes de matrizes quadradas de forma mais eficiente. Iniciamos apresentando a
Regra de Sarrus.!

Regra de Sarrus

Seja A=(a;;); uma matriz. Entdo, para calcular o valor do determinante de A, pro-
ceda como a seguir:

“Escreva amatriz A, acrescentando as duas primeiras colunas apés a terceira coluna
da matriz A. Para os primeiros trés elementos da primeira linha da nova matriz,
multiplique os elementos no sentido da diagonal principal mantendo o sinal. Em
seguida, para os trés ultimos elementos da primeira linha da nova matriz, multipli-
que os elementos no sentido da diagonal secunddria e inverta o sinal do produto.
Dessa forma, o valor do determinante de A fica dado pela soma desses seis valores.”

an dpp d
Na pratica, temos que a Regra de Sarrus é dadapor: Seja A= | a,; a,, dos
as; dsp ds3
Assim,

=y Ay 33+ Qrp - Aoz A3+ A3 Aoy " Az — Gz oy * A3 — Gy * Aoz * Agp — Ay * Aoy * A33,
que corresponde ao valor do célculo de determinantes de ordem 3 que desenvolve-
mos pela definicdo, na se¢do anterior. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.3.1 Use a Regra de Sarrus para calcular o valor de cada um dos determi-
nantes a seguir.

9 7 11 0 a c 2 =10 2 log;5 logsbs
a)|—-2 1 13| b |- 0 b|, o|m n 2| d |5 log125 log,25

5 3 6 a b 0 3 5 4 8 log,27 log,243
Solucgdo:

a) Criando uma matriz 3 x5, acrescentando as duas primeiras colunas de A no final
da matriz A obtermos:

9. 7109 7
det(A)=| _p'y 1375 1 |=9L6+T135+11(-2)3-1115-913:3-7(~2)6 =
5 37871573

'Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861) foi um matematico francés, autor de varios tratados (in-
cluindo um para solugdo de equagdes numéricas com multiplas incégnitas e outro com mdultiplas
integrais e suas condi¢des integrantes). Ele é mais conhecido por ter desenvolvido uma regra pratica
para calcular o determinante de uma matriz de ordem 3, muito utilizada na matematica.
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=54+455—66—55—351+84 =121.

Portanto, o determinante da matriz A é det(A)=121.

b) Criando uma matriz 3 x5, acrescentando as duas primeiras colunas de A no final
da matriz A obtermos:

. a ﬁ' 0 a
det(A)= —c 0 ‘B 1—<:' o |=000+a-b-a+c(—c)b—c-0-a—0-b-b—a-(—c)0=
a b 0? b

=0+a’b—bc*—0—0—0=b(a®—c?).

Portanto, o determinante da matriz A é det(A) = b(a®—c?).

¢) Criando uma matriz 3 x5, acrescentando as duas primeiras colunas de A no final
da matriz A obtermos:

S Al 0 L2 —,1
det(A)=| py g n [F2nAHD)2340-m 500322 5—(~1)ym4=
3 5" 4”}3 5.

=8n—6+0—0—20+4m=4m+8n—26.

Portanto, o determinante da matriz A é det(A)=4m + 8n —26.

d) Observe que

2 log:;5 log;5 2 log.5 logs5 2 log;5 log;5
5 log;125 log,25 |=|5 log,5° log,5° |=|5 3log,5 2log,5 =
8 log,27 log,243 8 log,3* log,3° 8 3log,3 5log,3
2 11
=|5 3 2
8 3 5

Assim, criando uma matriz 3 x 5, acrescentando as duas primeiras colunas de A
no final da matriz A obtermos:
2 } T/:Z/ 1
det(A)=| 5 g 2( 5 3 |=2-3-5+1-2-8+1-5-3—1-3-8—-2-2-3—1-5-5=

835'8‘3

=30+16+15—24—12—-25=0.

Portanto, o determinante da matriz A é det(A) =0.

|
1 X X

Exemplo 2.3.2 Encontre o conjunto solucdo da equagdo | 2 2x 1| =0, seo
3 x+1 1

mesmo existir.
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Solucao: Calculemos o determinante usando a Regra de Sarrus. Dessa forma, cri-
ando uma matriz 3 x 5, acrescentando as duas primeiras colunas de A no final da
matriz A obtermos:

=1-2x-1+x-1-3+x-2-(x+1)—x-2x-3—1-1-(x+1)—x-2-1=0=>
=2x+3x+2x(x+1)—6x>—(x+1)—2x=0=>—-4x>+4x—1=0=

—4+./42—4.(—4)-(-1) —4+4/16—16 —4+0 1
X = = = = -,
2-(—4) —8 -8 2
1
Portanto, o conjunto solugdo da equacao é dado por S = {5 } [ |
x—1 2 X 3% 2x
Exemplo 2.3.3 Obtenha o conjunto solucdo daequagdo| 0 1 -1 (= ‘ .

3x x+1 2x
se 0 mesmo existir.

Solugdo: Precisamos calcular dois determinantes para resolver a equagdo: um de
ordem 2 e outro de ordem 3. Para o determinante de ordem 3, usando a Regra de
Sarrus, criando uma matriz 3 x 5, acrescentando as duas primeiras colunas de A no
final da matriz A obtermos:

det(4) = S S il =
3% x+T ‘2,26/'?/\396\
=(x—1)-1-2x+2-(-1)-3x+x-0-(x+1)—x-1-3x—(x—1)-(—1)-(x+1)—2-0-2x =
=2x"—2x—6x+0—3x*+x*—1+0=—8x—1.
Por outro lado, para o determinante de ordem 2, temos que

3x 2x

.2
PR 3x°—8x.

Dessa forma, a igualdade fica dada por

2 2 2 1 1 1
—Bx—1=-3x"—-8x=>3x" =1l=>x"=-=>x==%\ - =+—.
3 3 V3
1
Portanto, o conjunto solucao da equacao é dado por S = {iﬁ } ]

Até agora apresentamos regras para o cdlculo de determinantes de matrizes de
ordem 2 e 3. Usando a definicao de determinantes, matrizes de ordem maior que
3 pode se tornar uma tarefa bem complexa. Vamos, a partir de agora, apresentar
regras que facilitem esse tipo de cdlculo que, em geral, usam recorréncia. Comece-
mos com a Regra de Chi¢?.

2Felice Chio (1813-1871) foi um matematico e politico italiano. Estudou na Universidade de Tu-
rim, ensinou matemadtica na Academia Militar de Turim e Fisica Matematica na Universidade de
Turim. Ele publicou uma memoria onde corrigiu um descuido de Lagrange em seu livro sobre sé-
ries, além de escritos na teoria de curvas, cdlculo de diferencas finitas, integrais e determinantes.
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Regra de Chio

A Regra de Chio é umaregra que nos permite calcular o determinante de uma matriz
A, de ordem n, através do determinante de uma matriz de ordem n—1. Eimportante
ressaltar que, por enquanto, para aplicarmos a regra de Chio, precisamos que a,; =
1. Ademonstracdo da Regra de Chio serd apresentada na préxima secao, depois dos
estudos das propriedades de determinantes. Vamos a regra:

1 a, as - a,
. ayy Ay dyz - Uy .
“Seja A= uma matriz de ordem 7. Dessa forma,
) . . .
Ap1 Aupy Qpz - Qpy

¢ Suprima a primeira linha e a primeira coluna da matriz.

¢ Dos elementos que restaram na matriz, subtraia o produto dos dois elemen-
tos suprimidos (um da linha e o outro da coluna) correspondente a esse ele-
mento restante.

Dessa forma, o determinante da matriz A tem o mesmo valor do determinante da
nova matriz de ordem n — 1 obtida.”

1 b ¢
Para ilustrar, seja A uma matriz de ordem trés dadaporA=| d e f |, en-
g h i

tdo, aplicando a regra de Chio, obtemos um novo determinante de ordem 2 como a
seguir:

My ¢ |
e—bd —cd
det(d)=| |d | e f|= h—bg j;—cg‘
glh i

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.3.4 Use a regra de Chio para calcular o valor de cada um dos determi-
nantes a seguir.

1 1 1 1111 I 20
ol x vy z| 1222 2 =35 1
yz xz xy DNy 233 911 6 3 -1
1 2 3 4 3 2 1 4
Solucao:
a) Temos que
1 1]
B | y—-1l-x z—1-x | | y—x Z—=Xx |_
det(A)— X y V4 - XZ—I'yZ xy_l.yz _‘xz—yz Xy—y=z N
yz|xz xy
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=(y—x)xy—yz)~(z—x)xz—yz)= xy*—y*z—x°y+xyz—xz°+yz°+x’z—xyz =
=x’z—x*y+xy*—y*z+yz*—xz*=x*(z—y)+yi(x —z2)+ Z2*(y — x).
Portanto, o valor do determinante é det(A) = x*(z — y)+ y*(x —z)+ z%(y — x).

b) Temos que

L1t 1 1] 1ompy 22101 22101 M 1]
det(A)=| |12 22 |=l2-1-1 3-1-1 3=1'1|=|T7]2 2 |=
112 33 2—1-1 3—1-1 4—1-1 112 3
112 3 4 L
2—1-1 2—1-1 11
“|l2=1-1 3—-1-1 1 2‘_1'2_1 1=
Portanto, o valor do determinante é det(A) = 1.
c) Temos que
[1]2 o0 4] (=3)—2-2 5—0-2 1—4-2
det(d)=|[2|=3 5 1 |=| 6-2-1 3-0-1 (-1)—4-1|=
116 3 -1 2—2-3 1—-0-3 4—4-3
32 1 4
-7 5 =7 ~7'5.57'=7 5
=| 4 3 -5 |=>det(A)=| 4 g5 4 3 |=
—4 1 -8 L7'4/L,1/y\78'b\*\‘i\\1

(!
N S

= (=7)-(3)(=8)+(5)-(=5)-(=4)+(=7)-(4)-(1)—(=7)-(3)-(=4)—(=7)-(=5)-(1)—(5)-(4)-(-8) =
=168+100—28—84—35+160=281.

Portanto, o valor do determinante é det(A) = 281.

]
1 1 1 1
1 2 3
Exemplo 2.3.5 Prove que: 1 rrz :3 :4 =0.
1 3 rt
Solucdao: Temos que
{[1}1 12 13 11 2—1-1 F°—1-1
det(A) = 1\r r*r = r2—=1-1 r3—1-1 r*—1-11=
1 r2 r3 r4 r3_1_1 r4_1.1 r5_1-]_
1(r® r* rd
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= -7 ~
r=1 r’=1 [391\}5—’1 r2<-1

= N PE e ,”/ =
ré—1 r»>=1 té*lj,r?”*\l r3—1
ri=l 21 %=1 i<l
& & ~ i ~ ~

v
v
v

=(r=1)r=-1)r" =D+ =1)r* =D -1+ (=10 =1)(r*=1)—

(=D =1 =)= =D =1 =)= =D =1 —1) =
=(r=11-(FP+r+0)r*+ 3+ 2+ r+ D]+ =D (r+ )P+ 2+ r+ D)(r*+r+ 1)+
Hr—=1P(r+ )P +r2+r + D)2+ r+ )] =(r=1°[(r* + r + 1)(r* + r + 1)(r* +r +1)]—
—(r=1(r+1)(r+ 1)+ P2+ 2+ r+ D= =1’[(FP+ P2+ r+ )P+ rP+r+1)-1] =
=(r—1P2[(r®+2r°+3r' +3r° +3r* +2r + )+ 2(r° +3r° +5r* +6r° +5r* +3r + 1)}—
—(r=1P[(r*+3r°+6r' + 73 +6r°+3r + 1)+ (r* +3r° +4rt +4r¥ +4r + 3r + )+

Hro+2r°+3rt +4r° +3r2 +2r +1)| =
=(r—1°[3r°+8r°+13r* +15r° +13r> + 81 +3]-
—(r—=1°3r°+8r°+13r* +15r°+13r*+8r +3)=0.
1

1 1 1
1 r r?2 rd

Portanto, 1 72 3 4= 0. |
1 3 rt 7

Agora apresentaremos o Teorema de Laplace®, que é um dos métodos mais co-
nhecidos e utilizados no cdlculo de determinantes.

Teorema de Laplace

Para enunciarmos e provarmos o Teorema de Laplace, precisamos de alguns con-
ceitos ainda nao apresentados nessas notas. Vamos iniciar apresentando, entao, a
definicdo do Menor Complementar.

Definicao 2.3.1 Considere uma matriz A = (a;;), de ordem n > 2. Definimos por
Menor Complementar do elemento a; ;, e indicamos por D; ;, o valor do determinante
da matriz de ordem n—1 que obtemos ao excluirmos a linha i e a coluna j da matriz
A.

|

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.3.6 Seja A= , entao:

W N
W = W
[\SINS) BN

3Pierre-Simon Laplace, (1749-1827) foi um matematico, astrénomo e fisico francés. Autor da obra
prima “Mécanique Céleste” (1799-1825) traduziu o estudo geométrico da mecanica cldssica usada
por Isaac Newton para um estudo baseado em cdlculo, conhecido como mecanica fisica. Ele tam-
bém formulou a Equacao e a Transformada de Laplace, entre outras contribuicoes, aparece em todos
os ramos da fisica matemdtica.
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* 0 menor complementar D,, é obtido calculando o determinante de ordem 2 da
matriz que obtemos de A excluindo a linha 1 e a coluna 1, ou seja,

1
D, = =‘ 3 g ‘:1-2—5-3:2—15:—13;

w N s
W - W
[NCIE)

* 0 menor complementar D,, é obtido calculando o determinante de ordem 2 da
matriz que obtemos de A excluindo a linha 2 e a coluna 1, ou seja,

4

W N
W = W
N O

* 0 menor complementar Dy, é obtido calculando o determinante de ordem 2 da
matriz que obtemos de A excluindo a linha 3 e a coluna 1, ou seja,

Dy = =3-5—4-1=15—4=11.

4
5

W N
W = W
[NCRES) I
I
[—

Conhecendo o menor complementar podemos defini o que chamamos de Co-
fator.

Definicdo 2.3.2 Seja A=(a;;),, umamatrizde ordem n > 2. Chamamos de Comple-
mentar Algébrico de a;; ou simplesmente de Cofator, ao niimero A;; = (—=1)* D;
onde D;; é o menor complementar do elemento a; ;.

j’
|

Vamos aos exemplos.

-1 0 2
Exemplo 2.3.7 SendoA=| —2 —1 3 |, entdo:
0 1 2
* 0 cofator A,, é obtido multiplicando (—1)'*! = (—1)> ao menor complementar
Dy, ou seja,
) o 2 1 3
An=1)"Dn=| 5 1 3 :‘ 1 —2 ‘:(_1)'(—2)—3'122—32—1;
0o 1 -2

* 0 cofator A,, é obtido multiplicando (—1)'*? = (—1)* ao menor complementar

D,,, ou seja,
; —-1.0 2 2 3
Ap=(=1PDy=—| _5 1 3 =—‘ 0 o ‘=—[(—2)-(—2)—3-01=—[4—01=—4;
0o 1 -2
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* 0 cofator A,; é obtido multiplicando (—1)'*3 = (—1)* ao menor complementar

D3, ou seja,
. —1 0 &= -2
0 1 -2

Como podemos calcular o cofator de cada um dos elementos de uma matriz
A, entdo, podemos construir uma matriz com esses elementos. Essa é a chamada
Matriz dos Cofatores, que é apresentada a seguir.

Definicdo 2.3.3 Seja A =(a;;),, uma matriz de ordem n > 2. Chamamos de Matriz
dos Cofatores de A a nova matriz C = (4;;),, onde cada A;; é o cofator do elemento
a;; deA.

|

Lembre-se, para falarmos de cofatores, precisamos de uma matriz A associada
a eles. Agora, vejamos alguns exemplos.

2 -1
Exemplo 2.3.8 Obtenha a matriz dos cofatores da matriz A= [ 3 4 ]

Solucdo: Precisamos calcular o cofator de todos os elementos da matriz A para
construirmos a matriz dos cofatores. Assim,

* o cofator A, é obtido multiplicando (—1)'*! = (—1)? a0 menor complementar
Dy, ou seja,

2 —1

3 —4

A, =(-1YDy, = = | —4 | =—4;

* o cofator A;, é obtido multiplicando (—1)'*? = (—1)® a0 menor complementar
Dy,, ou seja,

2 —1

3 4

Ap=(-1’D;,=— :—| 3 |=—3;

* o cofator A,, é obtido multiplicando (—1)**! = (—1)? a0 menor complementar
D,,, ou seja,

=—|-1|=—-D=1

Ay =(=1PDy=—| 2 1
o 41

* 0 cofator A,, é obtido multiplicando (—1)*>*? = (—1)* a0 menor complementar
D,,, ou seja,

2 —1

3/—4

Ay =(-1)'Dyy = =| 2 |=2-
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Portanto, a matriz dos cofatores da matriz A é dada por

30
Exemplo 2.3.9 Obtenha a matriz dos cofatores da matrizA=| 1 1 =2
0 2

All A12 _ _4 _3
Ay Ap | |1 2]

Solucdo: Precisamos calcular o cofator de todos os elementos da matriz A para
construirmos a matriz dos cofatores. Assim,

()

o cofator A;; é obtido multiplicando (—1)'*! =(—1)? ao menor complementar
Dy, ou seja,

5 3 0 1 —2
An=E=1)"Dn=| 1 1 —2 =‘ 2 1 ‘=1'1—(—2)-2=1+4=5;
02 1

o cofator A;, é obtido multiplicando (—1)'*? = (—1)® ao menor complementar
D,,, ou seja,

s 3.0 1 —2
Ap==1Dp== 11 — |[=— 0 1 ‘=—[1'1—(—2)'0]=—[1—0]=—1;
02 1

o cofator A5 é obtido multiplicando (—1)'*® = (—1)* ao menor complementar
D3, ou seja,

—1
-2 |=
1

=1.2-1.0=2-0=2;

11
0 2

3
Ais=(—1)'Dj3= 1
0

N =IO

o cofator A,, é obtido multiplicando (—1)**! = (—1)® ao menor complementar
D,,, ou seja,

Ay =(=1)°Dy =— =—{0-1—(=1)-2]=—[0+2] =—2;

2 1

o= w
N = o
|
Do

o cofator A,, é obtido multiplicando (—1)**?> = (—1)* ao menor complementar
D,,, ou seja,

. 30
Ay =(=1)"D,, = 1 B —2
02
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* 0 cofator A, é obtido multiplicando (—1)**® = (—1)° ao menor complementar

D,3, ou seja,
5 30 -1 3 0
Ay =(=1)Dy3 =— 11 -2 :_‘ 0 2 ‘:_[3'2_0'0]:_[6—0]2—6;
021

* o cofator A, é obtido multiplicando (—1)**! =(—1)* a0 menor complementar
D;,, ou seja,

-1 _‘0 —1

30
A =(=1)'Dy=| 1 1 1 —2 ‘20-(—2)—(—1)-1:0+1:1;
0 2

* 0 cofator A;, é obtido multiplicando (—1)**? = (—1)° a0 menor complementar

D;,, ou seja,
s 30 -1 3 —1
Ap=(=10Dyp=—| 1 1 —2 |=— 1 —2 =—3:(=2)—(~1)1]=—[-6+1] =5;
O 1

* 0 cofator As3 € obtido multiplicando (—1)**® = (—1)® a0 menor complementar
D3, ou seja,

. 30
Ap=(1Du=| 1 1 —2 |=
2

Portanto, a matriz dos cofatores da matriz A é dada por

Al 1 Alz A13 5 _]. 2
A21 A22 A23 == _2 3 _6
Agl A32 A33 ]. 5 3

Agora vamos enunciar o Teorema de Laplace.

Teorema 2.3.1 Seja A = (a;;),, uma matriz de ordem n > 2. Entdo, o determinante
da matriz A é igual a soma algébrica dos produtos de uma fila (uma linha ou uma
coluna) pelos seus respectivos cofatores.

Demonstracdo: Vamos adiar a demonstracdo por um momento, primeiro vamos
ver umas aplicacdes do teorema. |

Exemplo 2.3.10 Use o Teorema de Laplace para calcular o valor de cada um dos de-
terminantes a seguir.
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1 2 3 2 01 -1 20 1 -1
a |4 5 6| b)4023 )0005
789 6 2 3 =3/ “lo2 0 o
6 4 3 0 1 3 -1 4
Solucgao:
1 2 3
a) ParaamatrizA=| 4 5 6 |, escolhendo alinha 1, temos que
7 8 9

Como

123 5 6
A11=(_1)2D11= 45 6 =‘ 8 9 ‘=5'9—6'8=45—48=—3;
789
°
, 18 3 46
Ap=(-1Dp=—| 456 |=—|, g |="14-9-6-7]=—[36—-42]=6;
789
°
123 45
A=(=1)'Ds=| 4 5 ¢ |= 7 g |=48-5:7=32-35=—3;
789

segue que det(A)=—3+2-6+3-(—3)=—3+12—9=0. Portanto, det(A)=0.

b) ParaamatrizA= , como a segunda coluna possui dois elemen-

tos valendo zero, usaremos essa coluna para calcular o determinante. Assim,
det(A):O'Alz +0'A22 +2'A32+4‘A42 = 2 'A32 +4'A42.
Observe que

NN
N

342 4218; 3 21 RS ed

— +. — _ N \// /\/| // _

Az =(-1) =—|4 2 3 |=7 42342 |F
63 3 6 3 0 67370063
643 0 Yo PALEN

=—(0+18—12+12—18—0)=0¢
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W P R
Ap=(1)""= 4 =4 2 3 |=|4 2083 4 2 |7
— 6 3 —3 PN
6 16
cll3 o 53 7363

=—12+18—-12+12—-18+12=0,

segue que det(A)=2-0+4-0=0. Portanto, det(A) =0.
20 1 -1
: 00 0 5 - o
c) ParaamatrizA= 02 o o |comoa terceira linha possui trés elementos
1 3 -1 4

valendo zero, usaremos essa linha para calcular o determinante. Assim,

det(A)=0'A31+2'A32+0'A33+0'A34=2'A32.

Assim,
20 1 -1 5 1 —1
det(A)=2-(—1P*? 00 0 5 1—_»o.lpo 0 5 |=
02 0 O 1 -1 4
13-1 4
2 1
=—2-{5(—1)2+3- 1 1 ‘}:10-(—2—1):—30.

Portanto, det(A) =—30.

Observacao 2.3.1 Como o teorema de Laplace multiplica todos os elementos de uma
fila (linha ou coluna) pelo seu cofator, uma boa utilizac¢do desse método é sempre
escolher filas com o maior ntimero de zeros, diminuindo o niimero de cofatores que
precisamos calcular.

|

Para facilitar a demonstracao do Teorema de Laplace, primeiro vamos provar
que o valor do determinante de uma matriz é igual ao valor do determinante da sua
transposta. Com isso, provando o teorema de Laplace sobre as linhas, podemos
considerar vélido para todas as matrizes, visto que se escolhermos uma coluna é
como se escolhéssemos a linha da sua transposta. Antes, vamos a uma observacao
relacionada a propriedades de permutacdes.

Observacao 2.3.2 Seja S, o conjuntos das permutagbes do conjunto {1,2,---,n} e
seja(py, o, Pn) € S,, uma permutagao fixada. Observeque paracada j € {1,2,---,n}
existe um unico i € {1,2,---,n} tal que j = p; e, consequentemente, i = pj_l, ou seja,
podemos assumir a permutagdo inversa. Por essa razdo,

alpl azpz(- .. )anp,, = apl—llapz—lz(- .o )ap;ln.

Alémdisso, é possivel provar que a paridadede(p;, p,',---, p,') éamesmade(py, ps,-++ , Pu)-
|
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Vamos ao teorema.
Teorema 2.3.2 Seja A=(a;;), uma matriz. Entdo, temos que det(AT) =det(A).

Demonstragdo: Seja A =(a;;), uma matriz. Entao, sendo S, o conjuntos das per-
mutacoes do conjunto {1,2,---,n} e (p, po, -, pn) € S,, temos que

det(AT) = Z(_I)PapllapZZ(' e )ap,,n = Z(_I)Palpl_l asz_l(' ' )(/an;l =

Sy Sn

= Z(_I)P_l apl_llapz_lz(' . )ap;In = Z(_I)Qalql ang(' . )anq" = det(A)
Sn

Sn
|

O teorema anterior nos diz que det(A”) = det(A), para qualquer matriz A = (a; n-
Consequentemente, qualquer proposicdo que seja demonstrada para linha, tam-
bém vale para coluna, visto que a transposta de uma matriz torna linha coluna e
vice e versa. Vamos agora demonstrar o Teorema de Laplace. Uma forma de provar
esse resultado é usando recorréncia. Contudo, optamos por uma abordagem mais
direta.

Demonstracao do Teorema de Laplace

Demonstrag@o: Seja A =(a;;), uma matriz. Pela defini¢do de determinantes, te-
mos que

det(A)= Z(—l)P A1p, Az, (-~ ),
Sn

onde S, é o conjunto de todas as permutag¢des do conjunto {1,2,---,n}. Sem perda
de generalidade, considere os elementos da linha 1. Assim, tomando todos os ter-
mos dessa soma que possui o elemento a,; no produto e o colocando em evidéncia
obtemos:

anCi=an Y (1) s,y = Cr= D (=1) g @ ()t
pr#l pi#l

De forma andloga, tomando todos os termos dessa soma que possui o elemento a4,
no produto e o colocando em evidéncia obtermos:

a; CZ =—dy Z(_I)Pasz a3p3(' o )anpn = CZ = Z(_I)PaszaSps(' ot )anpn ’
pr#2 Pk#2

onde o sinal de menos aprece pois o elemento p, = 1(k # 1) vai aparecer a direita
de p; =2, em todas as permutagoes e, portanto. todas essas permutacoes possuem
sinal inverso em relacédo a que colocamos a,; em evidéncia.

Analogamente, tomando todos os termos da soma do determinantes que possui
a3 no produto, e o colocando em evidéncia, obtemos:

a3 C3 =+a;3 Z(_I)PQZ]}Z a3pj(' o )anp” = C3 = Z(_I)PQszaBm(' B )anpn ’
Pe#3 Pe#2
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onde o sinal de mais aprece pois os elementos p, = 1(k # 1) e p, = 2(s # 1) vao
aparecer a direita de p; = 3, em todas as permutacoes e, portanto, todas essas per-
mutacoes possuem o mesmo sinal em relacdo a que colocamos a,, em evidéncia e
assim por diante. Ou seja, repetindo a ideia até n, temos que:

a,,C,=(-1)"ay, Z(—I)Pazmasm(' )any, = C, = (= Z(_l)Pazz}z“Sm(' “)np,»
pi#n pr#n

onde o sinal vai ser (—1)'*/, relacionado ao elemento a, j que colocamos em evidén-
cia. Consequentemente,

det(A) =D (—1) @y, oy, (-+)up, = a1y Gy + a1, G+ -+ a1, G,
N

n

Observe que se tivermos A,; = C;, para todo j € {1,2,---, n}, entdo, o Teorema
de Laplace fica provado. Temos que o menor complementar D, ; € um determinante
de uma matriz de ordem n —1, onde excluimos de A linha 1 e a coluna 1, para cada
je{1,2,---,n}. Assim, temos que

1 T
a3y dzz3 -+ d3p
_ _ P
Dy, = . - .| = E (—1)" ayp, s, (- )ayp, =
) : ) ) pi#tl
App Qpz *° Qpp

= Ap =D Z(—I)Pazm%pg(' )y, = C.

pr#l
Por outro lado, temos que
Ay Qpz o+ oy
Gz dzz o dgy
2 : P
D, = . . . . = -1 a2p2a3p3(' e )anpn =
: : ' plﬁéz
Ap1 Gpz Qg

= A12 = (_1)1+2 Z(_I)Pasz a3p3(' : ')anpn = C2°

pr#2
Prosseguindo, temos que
a1 Gy Gy - Aoy
agy dzy dzqg - dgz,
143 P
Dyy=| . . . =(-1) E (1) azp, s, (- )y, =
. . . . pk#g

Ap1 Qp2 Qpy - Gpp

= A13 = Z(_I)Pasz a3p3(' o )anpn = C3r
pe#3
e assim por diante. De uma forma geral,

ayy 0 Qj1 Qojp1 "t Qo
azy 0 Qzjp Qzj1 o dgy
_ _ P
D3 = . . . . . = E (1) ayp, asp,(---)an,,, =
) ) ) pr#]
ay anj—l anj+1 ©t Qpp
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=> A= C il Z(_l)Pazpﬂsm(' )ay,, =C;,
Pk
terminando a demonstra¢do do teorema para a primeira linha. Como a argumenta-
¢do aqui apresentada para alinha um pode ser aplicada a qualquer outra linha repe-
tindo a argumentacdo anterior, podemos concluir que o Teorema vale para quais-
quer fila. ]

Agora vamos apresentar o Teorema de Jacobi*. A ideia desse teorema é ajudar a
obter matrizes mais simples, com o mesmo valor do determinante da matriz origi-
nal.

Teorema de Jacobi

Teorema 2.3.3 Seja A = (a;;), uma matriz quadrada. Seja B = (b;;), uma matriz
obtida de A, trocando uma de suas filas por ela somada a um miuiltiplo de outra fila
paralela a ela. Nessa condigoes, temos que det(B) = det(A).

Demonstracdo: A demonstracdo desse teorema serd feita na proxima secdo. H

Vamos a algumas aplicacdes.

Exemplo 2.3.11 Use o Teorema de Jacobi para calcular o valor de cada um dos de-
terminantes a seguir

1 4 2 1 2 -1 3 20 -1
a)| -3 =5 1 | -1 3 4 | 2 36 9
-1 3 -3 Div a1 2 904 12 o0
2 2 -1 3 -2 2 3 —4
Solucao:
a) Temos que
1 4 2 1 4 2 1 4 2 7 7
-3 =5 1 |={0 7 7 |=|07 7 |=1-(-)" S ‘:
-1 3 =3 -1 3 =3 0 7 —1
=—7—49 =-56.
Portanto, det(A) = —56.
b) Temos que
1 2 0 -1 1 2 0 -1 1 2 0 -1
-13 1 4| ]o5 1 3| |05 1 3|
1 11 2|11 1 2| |0-11 3]
2 2 -1 3 2 2 -1 3 2 2 -1 3

4Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851) foi um matemadtico alemao, que fez contribui¢des funda-
mentais para funcoes elipticas, dindmica, equacoes diferenciais e teoria dos nlimeros. Jacobi foi o
primeiro matemadtico judeu a ser nomeado professor em uma universidade alema.
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(1)2(1)_31 5 1 3 1 -1 13 1 -1 13
:0_113:—113:—113=0016=
o o 1 = -2 -1 5| |-2 -1 5 -2 -1 5

1 -1 13
=lo o 16 =‘_03 2o |[=0-(-48)=48.
0 =3 31
Portanto, det(A) = 48.
c) Temos que
3 2 0 —1 1 -1 —6 —10 1 -1 —6 —10
2 36 9| |2 3 6 9 | |0 5 18 29|
4 1 2 0| | 4 1 2 0 | | 4 1 2 0o |
—2 2 3 —4 -2 2 3 -4 -2 2 3 —4
1 -1 —6 —10 1 -1 —6 —10
_051829_051829_22?23_
|0 5 26 40 |T|0 5 26 40 |7 "0 |7
-2 2 3 -4 0O 0 9 24
5 18 29 8 11
=0 8 11 =5-‘_9 _24‘=5(—192+99)=—465.
0 9 24

Portanto, det(A) = —465.

Para finalizarmos essa secdo, vamos apresentar a Matriz de Vandermonde® e
uma forma prética de se calcular o determinante para esse tipo de matriz.

Definicdo 2.3.4 A Matriz de Vandermonde é qualquer matriz em que os termos de

cada fila estdo em progressdo geométrica.
|

De uma forma geral, uma matriz de Vandermonde de ordem m x n fica dada
por
Loq g - 4"
1 g g - a7
v=| . T 7"
1 G dy o 4y
Agora, vamos ao resultado que nos permitira calcular o valor do determinante
de uma matriz de Vandermonde.

SAlexandre-Thedphile Vandermonde (1735-1796) foi um matemdtico, musico e quimico franceés.
Eleiniciou na matemadticaem 1770. O seunome estd associado principalmente com o determinante,
mas ele foi um violinista, e trabalho com func¢des simétrica e a solugédo de polindmios ciclotdomicos.
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Teorema 2.3.4 Seja V = (a;;), uma matriz de Vandermonde quadrada. Entao, o
valor do determinante dessa matriz é dado por

det(vV)= ] (a;—a.

1<i<j<n

Demonstracdo: A demonstracdo desse teorema serd feita na proxima secdo. H

Vamos aos exemplos.

Exemplo 2.3.12 Use o Teorema de Vandermonde para calcular o valor de cada um
dos determinantes a seguir.

1 1 1 1 5 25 125 1 In2 (In2)
al|l 5 6 7| b)13927' ¢|1 In6 (In6)? |;
25 36 49 12 4 8| 1 In12 (Inl2)?

1 4 16 64

1 log,,2 (log,,2) (log,,2)?
2 1 (log,,20) (log,,20)* (log,,20)°
1 (log,,200) (log,,2007 (log,,200)*
1 (log,,2000) (log;,2000)* (log;,2000)
Solucgdo:
1 1 1
a) Temosque A=| 5 6 7 | éuma matrizde Vandermonde. Dessa forma,
25 36 49

det(A)=(6—5)(7—6)(7—5)=1-1-2=2.
Portanto, det(A) = 2.

5 25 125
39 27
2 4 8

4 16 64

b) Temosque A= € uma matriz de Vandermonde. Dessa forma,

S i )

det(A)=(3—5)2—3)(2—5)(4—2)(4—3)4—5)=(-2)-(-1)-(-3)-(2)- (1)- (1) = 12.
Portanto, det(A) = 12.

1 In2 (In2)y?
c) Temosque A= | 1 In6 (In6)? é uma matriz de Vandermonde. Dessa
1 In12 (In12)?
forma,

det(A)=(In6—In2)(In12—In6)(In12—In2)=In3-In2-In6.

Portanto, det(A)=1n3-1n2-In6.
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log,,2 (log;,2)? (log,,2)?
(log,,20)  (log,,20)*  (log,,20)°
(log,,200)  (log;,200)* (log,,200)*
(log,,2000) (log,,2000)* (log,,2000)*
Vandermonde. Dessa forma,

€ uma matriz de

—

d) Temos que A=

—

det(A) =(log,,20—log,,2)- (log,,200—1log,, 20) - (log,, 200 —log,, 2)-

«(log,,2000—1log,,200)-(log,,2000—1og,, 20)- (log,,2000—1og,, 2) =
=(log,,10)-(log,,10)-(log,,100)-(log,, 10) - (log,, 100) - (log,, 1000) =
=1-1-2-1-2-3=12.
Portanto, det(A) =12.

|
1 7 49
Exemplo 2.3.13 Resolva a equacdo| 1 —5 25 |=0.
1 x x?
1 7 49
Solucdo: Temosque A= | 1 —5 25 | é uma matriz de Vandermonde. Dessa
1 x x?
forma,
det(A)=(-5—-7)(x—(-5))(x—-7)=>—-12(x+5)(x—7)=0&=x=—-50ux="7.
Portanto, o conjunto solucao da equacao é {—5,7}. [ ]

Agora, faca alguns exercicios para fixar o contetido. Bons estudos.

2.4 Exercicios

Exercicio 2.4.1 Use o Teorema de Sarrus para calcular o valor de cada um dos deter-
minantes a Seguir.

-2 1 3 2 2 =2 -3 1 2
a)l| 4 -1 3 |; |3 —4 5 | e | 3 0 2|
-2 1 =2 1 0 -2 1 3 =2
5 1 -1 3 -1 =2 7 =2 5
b){0 =3 4 |, a|l-1 5 =3 i1 8 =3 4
5 2 2 1 1 4 —2 5 —6

Exercicio 2.4.2 Use o Teorema de Chio para calcular o valor de cada um dos deter-
minantes a Seguir.
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110 1 -2 4 1 2 2
a) 1 0| 0|-3 3 =2} e |3 —4 2|
0 01 5 2 2 1 0 -3
1 5 2 3 1 2 3 4 1 0 0 0
23 8 -5 2 3 4 5| 1 sen(x) cos(x) —1
b) 02 4 -1/ ) 34586/ D 2 —cos(x) sen(x) 2
35 -3 4 4 5 6 7 1 0 0 -3

Exercicio 2.4.3 Obtenha a matriz dos cofatores de cada uma das matrizes a seguir.

2 4 3 -3 1 1 2 4 1 0
| 5 2 1 |; b | 2 —2 —4|; | 8 25 7
-3 7 -1 3 -4 0 -1 7 2 4

0 3 -1 -10

Exercicio 2.4.4 Use o Teorema de Laplace para calcular o valor de cada um dos de-
terminantes a seguir.

2 =31 3 -2 0 -1 -2 5
a)|—-1 4 3| ol|l -1 =2 e| 0 —4 0 |
2 =21 2 4 3 2 4 -1
1 2 3 —4 5
3 4 2 3 3 4 2 1 01 0 0 O
1 3 =2 1] 5 0 -1 -2 1O 4 0 2 1]
b) -3 1 1 -1/ K 0 0 4 07/ 0 55 4 6
-2 3 -3 2 -1 0 3 3 0 1 0 -1 2
a 0 b 0 x
c 0 d x e
Exercicio 2.4.5 Obtenha o valor de x para que adesigualdade| f 0 x 0 0 |<
g x h i j
x 00 0 O

—32 seja sempre verdadeira.

Exercicio 2.4.6 Use o Teorema de Jacobi para calcular o valor de cada um dos deter-
minantes a Seguir.

1 12 -3 -1 2 3 3 3 2
a) |4 20 =5 |; c|-1 6 —4] e |—2 1 5|
3 5 -9 —2 —4 6 -2 -1 1
2 3 4 3 -5 0 2 -1 2 7 6 11
6 15 —4 -3 2 -2 1 -1 —2 14 9 22
b) 12 5 6 —-11[ @ 0o 3 =2 37 2 4 21 15 55
-3 -3 6 4 4 -3 2 -1 6 49 30 121

Exercicio 2.4.7 Use o Teorema de Vandermonde para calcular o valor de cada um
dos determinantes a seguir.
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1 1 1 111 1 1 1
a) | 4 -3 2| 2 4 8 el e m™ 4 |;
2 2
16 9 4 1 1 1 e m 16
1 1 1 1 J 3 9 27 1 1 1 1 1
pl2 2 3 -3 ) ol —2 -1 2 -3
4 4 9 9 | 1 > 1 & pHla 1 25 4 9
8 —8 27 —27 -8 —1 125 8 —27
. 1 1 1 16 1 625 16 81
1 -1 1 - = —
ol1 1 1 6 36 216
1 2 4
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