3.2 Limite e Desigualdade

Observagao 3.2.1 Dizer matematicamente que uma sequéncia (x,) goza de
uma propriedade P, para todo n suficientemente grande, € o mesmo que dizer
que existe um indice ng € N tal que se n > ng, entao, x, goza da propriedade.

Agora vamos apresentar algumas propriedades importantes no estudo de
sequencias.

Teorema 3.2.1 Seja (x,) uma sequéncia convergente, com x, — a. Se
b < a, entdo, para todo n suficientemente grande, temos que b < x,. Ana-
logamente, se a < b, entdo, para todo n suficientemente grande temos que
T, <b.

Demonstragao: Provemos o caso onde a < b, o outro caso ¢ analogo e, por
isso, sera deixado de exercicio. Considere e = b—a > 0 e, consequentemente,
temos que b > a + €. Como x,, — a, existe ng € N tal que se n > ng, entao,
T, € (a—€,a+¢€), ouseja, a —e < x, < a-+e<b. Portanto, z,, < b, para
todo n > ng. [ |

Corolario 3.2.1 Seja (x,) uma sequéncia convergente, com x, — a. Se
a > 0, entao, para todo n suficientemente grande, temos que x,, > 0. Ana-
logamente, se a < 0, entao, para todo n suficientemente grande temos que
z, < 0.

Solugao: Basta considerar b = 0 no Teorema 3.2.1 e o resultado sai natu-
ralmente. ]

Corolario 3.2.2 Sejam (x,,) e (y,) sequéncias convergentes, com x, — a e
Yn — b. Se x, <y, para todo n suficientemente grande, entao, a < b. Em
particular, se x, < b para todo n suficientemente grande, entdo, limz,, < b.

Solugao: Suponha que b < a. Logo, existe ¢ € R tal que b < ¢ < a.
Assim, do Teorema 3.2.1 temos que existe um ng € N tal que para todo n
suficientemente grande y,, < ¢ < z,,, 0 que é uma contradi¢ao com a hipotese.
Portanto, a < b. Para o caso particular, considere y,, = b, para todo n que o
resultado sai naturalmente. |

E importante ressaltar que mesmo tendo z, < y,, para todo n, com z, — a
e y, — b, nao ha garantias de que a < b. Para exemplificar isso, observe que

se x, = 0 ey, = —, para todo n, entao, x, < y,, para todo n € N, mas
n

limz, =0 = limy,.

Teorema 3.2.2 (Teorema do Sanduiche:) Se limzx, = a = limy, e x, <

Zn < Yn, para n suficientemente grande, entao, lim z, = a.

Demonstracao: Seja € > 0. Como limz, = a = limy,, existe ny,ny € N
suficientemente grandes, tais que se n > np, entdo, x, € (a — €,a + €) e se
n > ng, entao, y, € (a — €,a + €). Assim, tomando ny = max{ni,ns}, temos
que a — € < x, < z, < Y, < a+ € e, consequentemente, z, € (a — €,a + ¢€),
para todo n > ngy. Portanto, z, — a. [ |
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