Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

1.3 Funcoes Reais de Varias Variaveis Reais

Nessa secao apresentaremos a definicao de Funcgoes Reais de Vdrias Varidveis
Reais e algumas das suas propriedades. Também apresentaremos a defini¢ao
de Grafico de fungoes e estudaremos algumas superficies.

Definicao 1.3.1 Uma Funcao Real f de n Variaveis Reais é uma relagao
que transforma num dnico nimero real w, cada n-upla ordenada (1, xs, - - , xy)
de numeros reais de um conjunto D C R™, chamado de Dominio da func¢ao

f. Notacao:

O conjunto
f(D) :‘[mf = {w ER) (331,5[72,"' 7xn) S D}7

¢ o conjunto Imagem da funcao f.

Exemplo 1.3.1 Seja f a funcdao real de duas varidveis dada por:

2= fley) = VB —a? — 2.

Entao, o conjunto dominio Dy € dado por:
Dy = {(z,y) € R* 2 +y* < 25}.

Ou seja, Dy € o circulo delimitado pela circunferéncia z*> + y* = 25. Um
esbogo de Dy € apresentado na Figura 1.6.

=

-5

Figura 1.6: Ilustracao do conjunto dominio Dy da funcao f do Exemplo 1.3.1.

)
D

Como z = /25 — a2 — y?, entdo, 0 < z < 5 e, por isso, Imy = [0, 5].
[ |

Exemplo 1.3.2 Seja g a funcao real de duas varidveis, dada por:
1
9z, y) = :
(=:9) Vaz+y?—25

Assim, o conjunto dominio D, da fungao g é formado por todos os pontos

D, = {(z,y) € R* 2% + ¢* > 25}.
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Ou seja, Dy consiste de todos os pontos do plano XY externos ao circulo
delimitado pela circunferéncia x* + y*> = 25 (contro na origem e raio 5),
como visto na Figura 1.7.

Figura 1.7: Ilustracao do conjunto dominio D, da funcao g do Exemplo 1.3.2.

1 . .
Como z = entao, z > 0 e, por isso, Imy, = R.

Va2 —25

Exemplo 1.3.3 Seja f a funcao definida por:

[z, y) = Lty

r—y

Entao, o conjunto dominio Dy € dado por:

Dy ={(z,y) € Rz # y}.

Um esbogco de Dy € apresentado na Figura 1.8.

Figura 1.8: Ilustracao do conjunto dominio Dy da funcao f do Exemplo 1.3.3.

Como z =

, entao, Imy = R, wvisto que z pode assumir qualquer
rT—=Y
valor.

Exemplo 1.3.4 Represente graficamente o conjunto dominio da funcdao f
dada pela expressio f(x,y) =y —x+ /1 —y.
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Solugao: Temos que a fungao f estd definida para todos (z,y) € R? tais
quey —x >0el—y>0. Assim, segue que

Dy ={(z,y) eR*y >z ey<1}.

Um esbogo de Dy é apresentado na Figura 1.9.

Figura 1.9: Ilustracao do conjunto dominio Dy da funcao f do Exemplo 1.3.4.

Como z = \/y —x + /1 —y, entao, z > 0 e, por isso, Im; = R,. [ ]

Exemplo 1.3.5 Represente graficamente o dominio da fun¢io w = f(u,v),
sabendo que u? + v? 4+ w? = 1,w > 0.

Solugao: Como w > 0, temos que
v+l =lew=1-uv - v s w=f(u,v) = V1 —u2 -2

Dessa forma, temos que D é o conjunto formado por todos os pontos (u,v) €
R? tais que 1 — u? —v? >, ou seja, Dy é formado pelos pontos do circulo
delimitado pela circunferéncia centrada na origem e de raio igual a 1. Um
esboco de Dy ¢é apresentado na Figura 1.10.

Figura 1.10: Ilustracao do conjunto dominio D; da fungao f do Exemplo
1.3.5.

Como w = V1 —u? —v?, entdo, 0 <w < 1 e, porisso, Imy =[0,1]. W

Exemplo 1.3.6 Represente graficamente o dominio da fun¢io z = f(x,y),
sabendo que z = \/y — x2.

Solugao: Temos que o dominio da funcao f é formado por todos (z,y) € R?
tais que y — 22 > 0 e, por isso, temos que

Dy ={(z,y) e R%y > 2*}.
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Um esbogo de Dy é apresentado na Figura 1.11.

Figura 1.11: Ilustracao do conjunto dominio D; da funcao f do Exemplo
1.3.6.

Como z = /y — 22, entdo, z > 0 e, por isso, Im; = R;. |

Observagao 1.3.1 a) Seja

f: D cCR"? — R
(xla*TQa"'?:Cn) = w:f(ﬂjl,l'g,"‘,l'n)‘
Entao, w é chamado de Variavel Dependente enquanto que x1,--- , T, $ao

as Varidveis Independentes.

b) Nesse estudo o contradominio serd sempre o conjunto R, desde que nao
seja feita meng¢ao ao contrdario.

|
Definicao 1.3.2 Uma fun¢ao Polinomial p(zy,--- ,2,), de grau P e de n
varidveis reais, ¢ uma func¢do p tal que p(x1,--- ,x,) € a soma de Monomios
da forma

Tn
n

C/r.a’;‘;l.(..-)-x
comry+---+r, <P.
[ |

Observagao 1.3.2 a) De uma forma geral, uma fun¢ao polinomial fica dada
pela expressao

play, -, x,) = Z R CRRD R AN

ritetrn <P
onde ¢, sao constantes e ry,--- ,r, sa4o inteiros nao-negativos.
b) O grau de cada monomio € dado pela soma dos seus expoentes ry,--- |1y,

e, consequentemente, o grau P de uma funcdo polinomial € o grau de
mazor valor dos mondomios que compoe o mesmo.
|

Exemplo 1.3.7 a) Seja f a fun¢do dada por
flz,y) = 623y* — bay® + 7oy — 222 + .

Entao, f € uma fun¢do polinomial de duas varidveis (x e y) cujo grau €
5.
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b) Seja f a fungao dada por
flx,y, 2) = 32%y° — bay®* + 22%yz — 5a +y — 2° + V5.

Entao, f € uma fun¢ao polinomial de trés varidveis cujo grau € 9.

c) A funcao polinomial de n varidveis
fly, - xn) = ao+ a1z + - - - + apTy,

com ag,ay,- - ,a, € R, é chamada de Fun¢ao Afim.

d) A fung¢do afim de n varidveis com ag = 0, ou seja, a fungdo polinomial
f(-Wl,"' 7xn) =T+ -+ Ay,

(com ay, -+ ,a, € R) é chamada de Fungdo Linear.

Definicao 1.3.3 Uma Fung¢ao Racional de n varidveis reais € uma fungao
f tal que

Flan, oo ) = P o)

)

Q(l‘h e 7In)
onde p e q sao fungoes polinomiais de n varidveis reais. O conjunto dominio
da fungao racional € formado por todos os pontos (x1,--- ,x,) € R", tais que

q(zy,- -+ ,x,) #0.
[ |

Exemplo 1.3.8 a) A funcao f(x,y) = rry ¢ uma fung¢dao racional, cujo
x

conjunto dominio é Dy = {(z,y) € R% z # y}.

23 1
b) A fungao f(x,y) = rooryt ¢ uma funcao racional cujo, conjunto
22+ 1
dominio é Dy = R2.
rT+y+=z

nao € uma funcao racional, visto

c) A funcao f(x,y,z) =
) (r02) =
que no denominador nao temos um polinomio. Contudo, p dominio da

fungdo da fungio f é dado por Dy = {(x,y,z) € R* 2%+ y* + 22 < 1}.

d) A funcio f(x,y) = 2z — 4y + 3 € uma func¢do racional, cujo denomina-
dor € o polinomio constante q(x,y) = 1. Assim, todo polindmio é uma
fungao racional cujo conjunto dominio € Dy = R", onde n € o nimero de
varidveis do polinomio.

Definicao 1.3.4 Seja f : D C R" — R uma funcdao. Entao, dizemos que f
¢ uma Fungcao Homogénea de grau \ se

fltoy, - tay) =t f(xy, -, 20),

para todo t > 0 e para todo (x1,--+ ,x,) € D tal que (txq,--- ,tx,) € D.
|
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Exemplo 1.3.9 a) A funcdio f(x,y) = 32* + bxy + y* € uma funcdo ho-

b)

d)

¢)

mogeénea de grau 2.

De fato: Temos que
f(te,ty) = 3(tx)* + 5(tz)(ty) + (ty)* = t*(32* + bry + y*) = * f(2,y).

Portanto, como f(tx,ty) = t2f(x,y), seque que f(z,y) = 32% + dry + y>
€ uma fung¢ao homogénea de grau 2. O

N T+
A fungio f(x,y) = —

€ uma fun¢ao homogénea de grau zero.

De fato: Temos que

_tw+ty _t($+y) x+ty
[tz ty) = iy te—y) 1y = f(z,y).

Portanto, como f(tx,ty) = f(z,y) = t°f(x,y), seque que f(x,y) = zjz
€ uma funcao homogénea de grau zero. U
Tty
A funcao f(z,y) = R ¢ uma fungao homogénea de grau —1.
De fato: Temos que
trete/ty t (re*/v 1 z/y
f(tl’,ty) = - = ( ) :_L:tilf(xuy»
(tx)2+ (ty)? 2 (a® +y?) ta?+y?
re®/v
Portanto, como f(tz,ty) =t~ f(x,y), seque que f(x,y) = o ¢ uma
z Y
funcao homogénea de grau —1.
. Ve+y o, N R —
A funcao f(z,y) = % € uma funcao homogénea de grau —.
vty 2
De fato: Temos que
N tT F t/2
Flta ty) = i Ry = f(ay).
22 + 12 2(22 + 2) 12 22 q2
+
Portanto, como f(tz,ty) = t=3/2f(z,y), seque que f(x,y) = x2x+ yg ¢
uma fungao homogénea de grau _7 U

A fungao f(z,y) = 2z + 5y + 3 nao € uma fungao homogénea, visto que

2tx + 5ty + 3 = f(tx,ty) # f(x,y) =2x+5y+3, VteR.
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Definicao 1.3.5 Sejamg: D CR —-R e f: B CR" = R fungoes. Entao,
a Fungcao Composta go f ¢ a funcao real de n varidveis reais dada por

(gof)($1, T 7xn) = g(f('rla T 7xn))
O dominio de go f € o conjunto de todos os pontos (x1,--- ,x,) € B = Dy

para os quais f(xy,---,x,) € D= D,.
[ |

Exemplo 1.3.10 Dada a fungdio f(t) =In(t) e g(x,y) = 2% +y, determine
h(z,y) sendo h = fog, e escreva o dominio de h.

Solugao: Temos que

Mz, y) = (fog)(z,y) = flg(z,y) = f(@* +y) = In(z® +y).

Entao, como o dominio de g é o conjunto de todos os pontos em R? e o
dominio de f é (0, +00), segue que o dominio da fungao h é o conjunto

Dy, = {(z,y) € R* 2% +y > 0}.

Definicao 1.3.6 Seja f : D C R" — R uma funcao. Entao, o Grdfico

de f é o conjunto de todos os pontos (z1,--+ ,Tn,w) em R™™ para os quais
(x1,-+ ,2n) € Dy ew = f(z1,-+- ,xy).
Notacao:

Gr(f) ={(z1,  ,2p,w) € R (21, ,1,) € Dy ew = f(x1,-++ ,1,)}.
[ |

Exemplo 1.3.11 O grdfico da funcdo constante f : R*> — R dada por
f(z,y) = k € um plano paralelo ao plano XY, cortando o eixo z no ponto k,
como ilustrado na Figura 1.12.

Figura 1.12: Esboco do grafico da superficie da funcao f do Exemplo 1.3.12.
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Observagao 1.3.3 a) FEstabelecendo-se um sistema ortogonal de coordena-
das cartesianas, entdao, temos que o grafico de uma funcao f : R" — R
como sendo o lugar geométrico do R™*' dados pelos pontos

(xla"' axnaf(xlv"' ,$n))

b) So € possivel fazer o esbogo do grdfico de uma fung¢ao real que tenha NO
MAXIMO duas varidveis independentes.

c) O grifico de uma fungio f : D C R*> — R ¢ chamado de Superficie.
Assim, uma superficie representa o conjunto de todos os pontos do R? cu-
jas coordenadas cartesianas sao dadas pelas triplas ordenadas de nimeros
reais (x,y, z), sendo z = f(x,y).

d) Para fungoes reais [ de duas varidveis reais x e y, o dominio de f €
um subconjunto de pontos no plano XY, e como cada par ordenado no
dominio de [ corresponde a um iunico valor de z, entdo, nenhuma reta
perpendicular ao plano XY intercepta o grdfico de f em mais de um ponto.

Exemplo 1.3.12 No exemplo 1.3.1, a superficie corresponde ao hemisfério
superior de uma esfera centrada na origem e de raio 5. Essa superficie estd
representada na Figura 1.13.

Figura 1.13: Esbogo do grafico da funcao f do Exemplo 1.3.12.

Exemplo 1.3.13 Fac¢a um esbo¢o do grdfico da funcao f cujos valores fun-
cionais sao dados por f(z,y) = x? + y>.

Solugao: Observe que:
i. No plano XY (ou seja, quando z = 0) temos a origem, pois 2 + y* = 0.
2

ii. No plano XZ (ou seja, quando y = 0) temos a parabola z = z°.

iii. Analogamente, no plano Y'Z (ou seja, quando x = 0) temos a pardbola
2
2z =y°.

iv. Para qualquer plano paralelo ao plano XY, passando por k, obtemos
uma circunferéncia com centro (0,0, k) e raio vk.

18
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Dessa forma, de posse dessas informagoes, obtermos a superficie ilustrada
na Figura 1.14.

Figura 1.14: Esboco do gréfico do Paraboldide apresentado no Exemplo
1.3.13.

Exemplo 1.3.14 Fag¢a um esbogo do grafico da fungao f cujos valores fun-

cionais sao dados por f(z,y) = % + %
Solugao: Observe que:
2?2
i. No plano XY (ou seja, quando z = 0) temos a origem, pois T + 5= 0.

2
ii. No plano XZ (ou seja, quando y = 0) temos a parabola z = %
iii. Analogamente, no plano Y'Z (ou seja, quando x = 0) temos a parabola

Z = —.

9

iv. Para qualquer plano paralelo ao plano XY, passando por k, produz uma

elipse de equacao % + % = (Vk)2.

Dessa forma, de posse dessas informacoes, obtemos a superficie ilustrada
pela Figura 1.15.

Figura 1.15: Esboco do grafico do Paraboloide apresentado no Exemplo
1.3.14.
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Observacao 1.3.4 O grdfico da fun¢ao dada pela equagao

22 P

flz,y) = 2tn

¢ chamado de Paraboloide Eliptico. Quando a = b na equacdo do para-

boloide eliptico, temos o chamado Paraboloide de Rotacao (ou simples-
mente, Paraboloide).

Definigao 1.3.7 Suponha que a superficie z = f(x,y) seja interceptada por
um plano z =k e que a curva de interceptacao seja projetada no plano XY .
FEssa curva projetada, cuja equagao € f(x,y) =k, é chamada de Curva de
Nivel da funcao f em k. A ilustracdo da curva de nivel no plano XY ¢é
chamado de Mapa de Contorno.

|

Exemplo 1.3.15 Seja f(z,y) = 2> + y?, como no Ezemplo 1.3.12, entado:

a) Seja k = 0. Entao, temos que f(x,y) =0 e, por isso, a curva de nivel é o
conjunto de todos os pontos tais que x> +y? = 0. Logo, a curva de nivel
para k =0 € apenas a origem.

b) Seja k = 1. Entdo, temos que f(x,y) =1 e, por isso, a curva de nivel é
o conjunto de todos os pontos em R? tais que 2> +y* = 1. Logo, a curva
de nivel para k = 1 é o conjunto {(x,y) € R* 2? +y* = 1}, que ¢ uma
circunferéncia centrada na origem e raio 1.

c) Seja k = 4. Entao, temos que f(x,y) =4 e, por isso, a curva de nivel é
o conjunto de todos os pontos em R? tais que x> +y* = 4. Logo, a curva
de nivel para k = 4 € o conjunto {(x,y) € R% 2% + y? = 4}, que é uma
circunferéncia centrada na origem e raio 2.

d) Seja k =9. Entao, temos que f(x,y) =9 e, por isso, a curva de nivel é
o conjunto de todos os pontos em R? tais que x°> +y* = 9. Logo, a curva
de nivel para k =9 é o conjunto {(x,y) € R* 2? +y* = 9}, que ¢ uma
circunferéncia centrada na origem e raio 3.

O mapa de contorno com as curvas de nivel aqui descritas € apresentado
na Figura 1.16.

k=4

k=1

BN

o/

Figura 1.16: Mapa de contorno com algumas curvas de nivel da fungao f do
Exemplo 1.3.15.

2N
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Observagao 1.3.5 a) O conjunto imagem consiste de todos os possiveis va-
lores de k e, por isso, desenhas todas as curvas de nivel de uma func¢ao
equivale a desenhar o conjunto imagem.

b) Cada curva de nivel f(x,y) = z, no mapa de contorno, consiste no con-

junto de todos os pontos (x,y) € Dy que possuem o mesmo valor funcional
k.
|

1

Exemplo 1.3.16 Seja f a funcao dada por f(z,y) = o
=Ty

. Assim,

a) Determine Dy e f(Dy);

b) Faga um mapa de contorno para a fungdo f;
c¢) Faga um esbogo do grifico da fungao f.
Solucao:

a) Temos que [ estd definida para todos (z,y) € R? tais que 2%+ 3> # 0, ou
seja, Dy = R?\ {(0,0)}. Além disso, temos que f — 0 quando z — +00
ouy — oo e f— 400 quando x — 0 e y — 0. Portanto,

f(Df) :]07 +OO['

b) Cada curva de nivel é obtida fixando 2. Assim, para cada z = k? cons-
tante, temos a equacao

1

1
PP R T p

k%’

. 1
que ¢é a expressao de uma circunferéncia de raio 7 Um mapa de con-

torno para a fungao f é apresentado na Figura 1.17.

2N
2

Figura 1.17: Um mapa de contorno para a funcao f do Exemplo 1.3.16.

c) e Para x = 0, temos a curva z = —;

le"‘ @wl —

e Para y =0, temos a curva z =

I
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1 .
e Para cada constante k = ¢?, temos a curva 2 +y* = —, ou seja,
c
uma circunferéncia centrada no ponto (0,0, k) e raio c.

Assim, um esboco do gréafico da funcao f é apresentado na Figura 1.18.

Figura 1.18: Esbogo do grafico da funcao f do Exemplo 1.3.16.

Exemplo 1.3.17 Desenhe um mapa de contorno para a funcao f dada por

_ Yy
Solugao: Temos que Dy = {(z,y) € R*z # 1} e Im; = R. Para cada
z = k constante, temos que
Y

r—1

=k=y=kr—k, comuzx#1.

Assim, temos que as curvas de nivel de f sao retas da forma kx — k, com
x # 1. Um esboco dessas curvas de nivel sao apresentadas na Figura 1.19.

Figura 1.19: Ilustragao de curvas de nivel da fun¢ao f do Exemplo 1.3.17.

Observacao 1.3.6 Do mesmo modo que se estuda curvas de nivel para
funcoes de duas varidveis, podemos considerar as superficies para fungoes
de trés varidveis. Seja f : D C R® — R uma fungdo. Se k € Imy, entao,
temos que o grifico f(x,y,z) = k € uma superficie, denominada Superficie
de Nivel de f em k. Consequentemente, podemos concluir que toda superficie
no espaco tridimensional pode ser considerada como uma superficie de nivel
de alguma funcdo de trés varidveis.

|
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Exemplo 1.3.18 Seja a funcio g definida pela equagio g(z,y,2) = 2% +
y? — z, entdo, a superficie da Figura 1.14 é a superficie de nivel da funcao
g = 0. Do mesmo modo, a superficie com equagio 5+ z — x> —y> =0 € a
superficie de nivel da fun¢dao g = 5.

|

Agora, faga alguns exercicios para fixar os conceitos aprendido.

1.4 Exercicios

Exercicio 1.4.1 Em cada item abaizo, determine os conjuntos dominio e
imagem da funcdo f e faca um esboco da regigo no R? que representa o
dominio de f.

1 1
a) f(f,y) = m; h) f(xay) = \/m;
4 4 4
Oy = e ) frw) = g
c) flx,y) =~/1—a%—y2% . T —y
j) flz,y) = P
d) f(z,y) = /16 — 22 — 42, Y
e) flz,y) =+/22 — 12 —1; ¥ Finy) = axceosle —g);
f— l ] - 1 ;
£) Hoy) = I~ T 16 ) f(z,y) = arcsin(z + y)
. m) f(z,y) = In(ry —1);
VA= e n) f(z.y) = n(a? + ).

Exercicio 1.4.2 Em cada item abaizo, determine os conjuntos dominio e
imagem da fungao f, determine o grafico da func¢ao e faca um esbogo desse
grdfico.

a) f(z,y) = /16 — 2% — 2 9) flz,y) = 42® + 9y*;

b) flz,y) =6— 2z +2y, h) fz,y) = V& +y;

c) flz,y) =16 —z° — ¢, i) flz,y) =1-2>—y?%

d) f(z,y) = /100 — 2522 — 4y?2; i) flu,v) =u+v+1;

e) f(z,y) =2* -y k)w=(x—y)? 2>20ey >0,
f) flx,y) = 144 — 922 — 1642, ) flr,y) =z, >0

Exercicio 1.4.3 Usando as equagoes do exercicio anterior, faca um esboco
do mapa de contorno da funcao f, mostrando as curvas de nivel de f nos
numeros dados.

a) A fungao do Item 1 nos pontos 0, 1, 2, 3 e 4;
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b) A fungao do Item 2 nos pontos 10, 6, 2, 0, -2, -6 e -10;
c) A fungao do Item 3 nos pontos 16, 12, 7, 0, -9 e -20;
d) A fungdo do Item 4 nos pontos 0, 2, 4, 6, 8 e 10;

e) A fungao do Item 5 nos pontos 16, 9, 4, 0, -4, -9 e -16;
f) A funcao do Item 8 nos pontos 10, 8, 6, 5 e 0;

Exercicio 1.4.4 Ache a funcio h = f o g e ache o dominio de h.
a) f(t) = arcsen(t) e g(x,y) = /1 — 2% — y?;
b) f(t) =¢" egla,y) =yln(z);

Exercicio 1.4.5 Duas curvas de nivel podem se intersectar? Justifique a
sua resposta.

Exercicio 1.4.6 Verifique se quais das funcoes a sequir sao homogéneas e
diga qual o grau de homogeneidade de cada uma.

o T+ y?
W) fay)=v—2 0 fy) = 5L
b) f(.fl?, y) =Ty, 2
T
¢) f(x,y) = 2° — 322y + 3wy® — 23; W f@w) = Nz
d) f(z,y) = 4a® — o?; zt + 22%y°

i) f(z,y) T

e) flx,y) = xcos(x — 2y); :1;—

f) fay) =2 = 29° + 4;

Vgt

Exercicio 1.4.7 Represente geometricamente o conjunto dominio de cada
uma das funcgoes a sequir.

(ry.2) = VI —gf — 2%

b) fla.y.z) = VI—T = =7, coma,y,2 > 0;
(2,9,2) =
(2,9,2) =

V1-z.
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