1.3 Conjuntos Infinitos

Conhecendo os conjuntos finitos, podemos caracterizar os conjuntos que nao
sao finitos, chamados de Conjuntos Infinitos.

Definicao 1.3.1 Dizemos que um conjunto X ¢é Infinito quando ele nao é
um conjunto finito.

Veja alguns exemplos.

Exemplo 1.3.1 a) O conjunto dos nimeros naturais N € infinito, visto que
N nao € limitado (Coroldrio 1.2.5).

De fato: Suponha que N seja limitado. Entao, existe p € N tal quen < p,
para todon € N. Como p+1 € N, seque que p+ 1 < p, o que € uma
contradicao, visto que nenhum numero é maior do que o seu sucessor. []

b) Considere o conjunto kN formado por todos os mailtiplos de um nimero
natural k, ou seja,

EN = {k-n;n € N}.

Entao, temos que kN ndo € finito, visto que kN nao € limitado.

Vamos comegara a estabelecer alguns resultados para conjuntos infinitos.

Teorema 1.3.1 Se X € um conjunto infinito, entdo, existe uma aplica¢ao
ingetiva f: N — X

Demonstracao: Vamos construir uma funcao f : N — X que seja injetiva.
Para isso, considere a seguinte notacao: para cada subconjunto nao vazio
A; C X (i € N), seja x; € A;. Dai, tome a fun¢ao f dada por f(i) = ;.

Assim, se X; = X, tome z; como sendo qualquer elemento de X; e faca
f(1) = z1. Agora, tome Xo = X; \ {f(1)} = X \ {21}, considere x5 um
elemento qualquer de X5 e faga f(2) = x9. Continuando, tome X3 = X5 \
{f(2)} = X\ {x1, 22}, considere z3 um elemento qualquer de X3 e faca
f(3) = x5 e assim por diante. Ou seja, de uma maneira geral, tome

Tn € Xp =X, \{f(n—1)} = X\ {z1,22, - ,2n 1},

que sempre sera um conjunto nao vazio, visto que X ¢ infinito, e defina
f(n) = x, como sendo um elemento qualquer de X,,. Dessa forma, f fica
bem definida, visto que todo elemento do dominio N esta relacionado com
um unico elemento do contradominio X. S6 precisamos mostrar agora que
f é uma aplicacao injetiva. Para isso, tome m,n € N com m # n (suponha
m < n), entdo, como

f(m) =Ty € {xthv oy =1, Tm,y " 7mn—1}7
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f(n) =zn € Xy \{f(n = D} = X\ {z1, 29, 2na},

segue que f(n) = x, # x,, = f(m). Portanto, f é injetiva, completando a
demonstracao do teorema. |

Observacao 1.3.1 Da Definicao 1.3.1 e do Teorema 1.3.1 podemos con-
cluir, de uma maneira simples, que um determinado conjunto X € infinito se
ele nao for vazio, ou se nao houwver uma bijecao f : I, — X, para qualquer
n € N.

Alguns dos resultados envolvendo conjuntos infinitos sao conclusoes exclusi-
vas das propriedades estabelecidas para os conjuntos finitos. A primeira que
apresentaremos esta relacionada com um subconjunto e uma parte prépria
sua.

Corolario 1.3.1 Um conjunto X € infinito se, e somente se, existe uma
bijecao ¢ : X — Y sobre um subconjunto proprio Y C X.

Demonstragao: (=) Suponha que X seja infinito e tome f: N — X uma
aplicacao injetiva. Para cada n € N, considere f(n) = z, € X. Seja Y o
subconjunto préprio Y = X \ {z1}. Defina a aplicagdo ¢ : X — Y dada por:

{ o) =z, se rz#x, YneN
¢

(xn) = Tn+1

Assim, temos que ¢ é uma bijecao (Prove) entre X e uma parte prépria sua.

(<) Suponha que tal bijegao exista e que X nao seja infinito. Entao, do
Corolério 1.2.3, temos que nao existe uma bijecao entre um conjunto e uma
parte prépria sua, contrariando as hipdéteses. Portanto, X ¢ um conjunto
infinito. |

Exemplo 1.3.2 a) Seja N; =N\ {1}. Entao,

¢{N—> Nl

n — n+1
¢ uma bijecao.
De fato: - ¢ € injetiva: Sejam m,n € N. Assim,

m#n=m+1#n+1= ¢(m) # ¢(n),

ou seja, ¢ € injetiva.

F ¢ € sobrejetiva: Todo numero natural diferente de 1 € sucessor de algum
nimero natural. Assim, temos que se m € Ny = N\ {1}, entdo, existe
n € N tal que m =n + 1. Logo, ¢ € sobrejetiva.

Portanto, ¢ : N — Ny dada por ¢(n) =n +1 € uma bije¢ao. O
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b) Seja N, =N\ {1,2,---  p}. Entao,

¢:{N — N,

n = n+p

¢ uma bijecao (use a ideia anterior e prove).

c) Seja P =1{2,4,6,---} o conjunto dos nimeros pares. Entdo,

¢1{N — P

n = 2n

¢ uma bijecao (prove).

d) Seja I ={1,3,5,---} o conjunto dos nimeros impares. Entao,

¢:{N—> I

n — 2n-—1
¢ uma bijecao.
e) Os Conguntos N\ P e N\ I sao infinitos e ilimitados.

f) Os conjuntos N\ Ny, de uma forma mais geral N\ N,, sao limitados e
finitos.
|

Corolario 1.3.2 Dada uma funcao f : X —'Y, entao, temos que:
a) Se X € infinito e f € injetiva, entao, Y € infinito.

b) SeY € infinito e f € sobrejetiva, entao, X € infinito.
Demonstragao:

a) Seja f uma funcado injetiva e que X seja um conjunto infinito. Suponha,
por absurdo, que Y seja finito. Assim, do Corolario 1.2.4 temos que X é
finito, o que é uma contradi¢ao. Portanto, Y ¢ infinito.

b) Seja f uma fungao sobrejetiva e que Y seja um conjunto infinito. Suponha,
por absurdo, que X seja finito. Assim, do Corolario 1.2.4 temos que Y é
finito, o que é uma contradi¢ao. Portanto, X ¢ infinito.

Os outros resultados envolvendo conjuntos finitos podem ser estendidos de
forma andloga. Agora, faga alguns exercicios.
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