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1.11 A Diferenciabilidade de Funcoes reais de
varias variaveis

Agora iremos apresentar a definicao de Diferenciabilidade de fungoes reais de

varias variaveis reais. Diferente do caso das fungoes reais de uma variavel real,

esse conceito nao ¢é equivalente a definicao derivadas parciais, como sera visto

nessa secao. Para fixarmos as ideias, apresentamos inicialmente a definicao

de diferenciabilidade para funcoes reais de duas variaveis. Comecemos com
a definicao de Incremento, apresentada a seguir.

Definigao 1.11.1 Se f: D C R? — R é uma funcdo, entdo, o Incremento
de f no ponto (a,b) € D, denotado por Af(a,b), é o valor dado por

Af(a,b) = fla+ Az, b+ Ay) — f(a,b).

Vejamos um exemplo.

Exemplo 1.11.1 Encontre o incremento da funcdao f : R? — R definida por
f(x,y) = 3z — xy?, num ponto (a,b) € R? qualquer.

Solugao: Temos que
Af(a,b) = fla+ Az, b+ Ay) — f(a,b) =

=3(a+ Ar) — (a+ Az)(b+ Ay)? — (3a — ab®) =
= 3Ax — b’ Ax — 2abAy — 20AzAy — a(Ay)* — Ax(Ay)?.

Agora vamos apresentar a definicao de Diferenciabilidade.

Definigao 1.11.2 Seja f : D C R? — R dada por z = f(x,y). Se o
incremento de f em (a,b) € D puder ser escrito da forma

Af(a’u b) = fx(a7 b)ASL’ + fy(a’u b)Ay + GIAJ; + €2Ay7
onde €, e €3 sao funcoes de Ax e Ay, tais que ¢, — 0 e e — 0, quando

(Az,Ay) — (0,0), entao, dizemos que f é Diferencidvel em (a,b).
|

Exemplo 1.11.2 Use a Definicio 1.11.2 para provar que a funcdo f : R? —
R definida por f(z,y) = 3z — zy* € diferencidvel em todos os pontos (a,b) €
R2.

Solucgao: E preciso mostrar que para todos os pontos (a,b) € R?, existe
um €; e €5 tais que

Af(a,b) — fo(a,b)Ax — fy(a,b)Ay = e Az + e2Ay

com €; — 0 e e — 0, quando (Az, Ay) — (0,0).
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Como f(x,y) = 3z — zy?, entdo, f.(a,b) = 3 —b* e f,(a,b) = —2ab.
Assim, usando o valor de Af(a,b), calculado no Exemplo 1.11.1, temos que

Af(a,b) — fo(a,b)Ax — f,(a,b)Ay = —a(Ay)? — 2bAzAy — Az(Ay)?.

Observe que o segundo membro da igualdade pode ser escrito da seguinte
forma

(—2bAy — (Ay)*) Az + (—alAy)Ay.
Entao, tomando ¢; = —20Ay — (Ay)? e e, = —aly, temos que

lim e1=0e lim €g = 0.
(Az,Ay)—(0,0) (Az,Ay)—(0,0)
Portanto, a funcao f ¢ diferencidvel em todos os pontos (a,b) € R2. |

Exemplo 1.11.3 Prove que a funcio f : R* — R definida por f(z,y) =
(z +y)? € diferencidvel em todos os pontos (a,b) € R?.

Solugao: Seja (a,b) € R%. Temos que
f(z,y) = (x +5)* =2 + 32%y + 329° + ¢°.

Assim, temos que f,(a,b) = 3a?+ 6ab+3b? e f,(a,b) = 3a*+ 6ab+ 3b*. Dali,
como
fla+Az, b+Ay) = (a+Az)*+3(a+Ax)? (b+Ay)+(a+Ax) (b+Ay)*+(b+Ay)? =
= [0 + 3a’Az + 3a(Az)? + (Az)*] + 3(a® + 202z + (Az)?) (b + Ay)+
+3(a+ Az)(b* + 2bAy + (Ay)?) + [b° + 36°Ay + 3b(Ay)® + (Ay)*] =
= fla+ Az, b+ Ay) = [0’ + 3a® Az + 3a(Az)? + (Az)®] +
+3 [a®b + a®Ay + 2abAz + 2aAzAy + b(Az)® + (Az)*Ay| +
+3 [ab® + 2abAy + a(Ay)®* + b* Az + 2bAzAy + Az(Ay)?] +
+ [0° + 30 Ay + 3b(Ay)® + (Ay)*] =
= f(a+ Az, b+ Ay) = (a® + 3a®b + 3ab® + b°) + (3a® + 6ab + 3b*) Az+
+(3a® +6ab+30*) Ay + (3a(Ax)* 4+ (Ax)* +6aAzAy +3b(Azx)? +3(Ax)* Ay+
+3a(Ay)? + 6bAzAy + 3Az(Ay)? + 3b(Ay)? + (Ay)?),

segue que
Af(a,b) — fo(a,b)Az — f,(a,b)Ay = 3a(Az)* + (Az)® + 6aArAy+

+3b(Ar)? + 3(Az)? Ay + 3a(Ay)* + 6bAr Ay + 3Ax(Ay)® 4+ 3b(Ay)* + (Ay)?).

Dessa forma, tomando

61 = 3aAr + (Ar)* + 6alAy + 3bAx + 3AxAy + 6bAy + 3(Ay)?

€2 = 3aly + 3bAy + (Ay)?,
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segue que

lim e1=0e lim €9 = 0.
(Az,Ay)—(0,0) (Az,Ay)—(0,0)

Como

Af(a,b) — fo(a,b)Azx — fy(a,b)Ay = eAz + e2Ay,
com €; — 0 e e — 0, quando (Az, Ay) — (0,0), segue que f é diferencidvel
em todo (a,b) € R2 [ ]

No Exemplo 1.9.15 vimos que para uma determinada fungao real de varias
variaveis podem existir suas derivadas parciais num ponto, mesmo tendo que
a funcao nao é continua nesse ponto. Ou seja, a existéncia de derivadas
parciais nao garante a continuidade de uma fungao. Porém, se uma funcao
for diferenciavel no ponto, entao, ela é continua no ponto, como visto no
resultado a seguir.

Teorema 1.11.1 Se uma funcio f : D C R? — R € diferencidvel num ponto
(a,b) € D, entao, f é continua no ponto (a,b).

Demonstracao: Nao sera feita nessas notas. |

Exemplo 1.11.4 A funcio f : R? — R dada por

fla y):{ xzx—fyz se (z,y) # (0,0)
| 0, se (z,y) = (0,0)

€ diferencidvel na origem? Por que?

Solugao: Vimos no Exemplo 1.9.15 que essa funcao f nao é continua na
origem. Logo, da contra positiva do Teorema 1.11.1, segue que f nao é
diferencidvel na origem. [ |

O proximo resultado fornece condicoes que garante a diferenciabilidade
de uma funcao num ponto. Essa condicao é muito mais facil de ser aplicada
do que a Definicao 1.11.2.

Teorema 1.11.2 Seja f: D C R? — R uma funcdo continua. Suponha que
fu e f, existam numa bola B(A;r), onde A = (a,b) € D. Se f, e f, sao
continuas em A, entao, temos que f € diferencidvel em A.

Demonstracao: Nao serd feita nessas notas. |

Dos resultados anteriores temos que:

e Se f é descontinua num ponto (a,b), entdo, f nao é diferencidvel em

(a,b), e

e Se f é continua em (a,b) e se f possui derivadas parciais f, e f,
continuas em (a, b), entdo, f é diferencidvel em (a,b).

Vamos agora aplicar essas ideias nos préximos exemplos. Antes, vamos a
outra definicao.
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Definicao 1.11.3 Dizemos que uma funcio f : D C R?> — R ¢ Dife-
rencidvel numa bola B(A;r) C D se f for diferencidvel em todos os
pontos (x,y) € B(A;r).

|

Exemplo 1.11.5 Prove que a funcio f : R*> — R dada por f(x,y) = 2xy?
¢ diferencidvel em todo (a,b) € R2.

Solugao: Observe que f é uma funcao polinomial e, consequentemente,
continua para todo (a,b) € R?. Além disso, f, = 2y* e f, = 2zy sdo fungdes
polinomiais e, por isso, sao continuas em todo ponto (a,b) € R% Portanto,
como f, f. e f, sdo continuas para todo (a,b) € R?, segue do Teorema 1.11.2
que f ¢é diferencidvel para todo (a,b) € R [ |

Exemplo 1.11.6 Prove que a funcdo f : R?* — R dada por f(z,y) = 23 +
3zy — 5y € diferencidvel em todo (a,b) € R

Solugao: Observe que f é uma funcao polinomial e, consequentemente,
continua para todo (a,b) € R% Além disso, f, = 3z?+3y e f, = 3x—10y* sdo
fungoes polinomiais e, por isso, sdo continuas em todo (a,b) € R% Portanto,
como f, f, e f, sdo continuas para todo (a,b) € R?, segue do Teorema 1.11.2
que f é diferencidvel para todo (a,b) € R2 [ |

O argumento utilizando nos Exemplos 1.11.5 e 1.11.6 pode ser aplicado
a qualquer funcao polinomial e, consequentemente, temos que uma funcao
polinomial é diferencidvel em todo ponto (a,b) € R2.

Exemplo 1.11.7 Seja f: R? — R dada por f(z,y) = sen(z® + y?). Mostre
que [ € diferencidvel para todo (a,b) € R

Solugao: Observe que f é continua para todo (a,b) € R?, visto que ela é
a composicao de duas fungoes continuas: ¢(t) = sen(t) (que é continua para
todo t € R) e h(x,y) = 22+ y? (que é continua para todo (z,y) € R?). Além
disso, temos que

fo(z,y) = cos(z?® +2) - %(ZCQ +9?) = 2w cos(z? +17) e

0
folay) = cos(@® +47) - 5 (2" +y7) = 2y cos(a” +¢7).

Consequentemente, f.(z,y) e f,(z,y) existem e s@o continuas para todo
(a,b) € R?, visto que elas sao dadas pelo produto de duas fungoes continuas.
Portanto, como f, f, e f, sdo continuas para todo (a,b) € R?, segue que f é
diferencidvel em todo (a,b) € R?. [ |

Exemplo 1.11.8 Dada a funcio f : R*> = R, com
w2y?
flay) =9 =2 +y* ;

use o Teorema 1.11.2 para provar que f € diferencidvel em (0,0).
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Solugao: Calculemos f,(x,y). Para (z,y) # (0,0) temos que

2 (a2y2) (= +9%) + (2%) 2 (a2 4 )

_ Ox ox _
fx(xay) (1‘2 +y2)2
2P (a? 4 y?) = 22(a%y?) 2wy’
B (22 +y?)? (224 y?)?

Por outro lado, se (z,y) = (0,0), segue que

f(z,0) — £(0,0) 0-0

FOO=MT oy T T m0=o
Portanto, a funcao f.(z,y) é dada por
2y
Folz,y) = m; se (z,y) # (0,0)

0, se (x,y)=1(0,0)

Como y? < 2% + 42, segue que

2y

<
= (22 4 y?)2

z—0

— 0.

212 2 212
_ 2ol ) 2l y)” 2al
(22 + y?)? (22 + y?)?

Assim, do Teorema do Sanduiche (Teorema 1.5.4), temos que ( l)irr%o 0 folz,y) =
w’y _> b

0 e, por isso, f, é continua em (0,0).
De maneira andloga, temos que f,(z,y) ¢ dada por

2ty
Ly = @Ergor ¢ @u 700
0, se (z,y)=(0,0)

e utilizando uma argumentacao semelhante a utilizada para f,, temos que f,
é continua em (0, 0). Portanto, como f é continua, f,(0,0) e f,(0,0) existem
e sao continuas, segue do Teorema 1.11.2 que f é diferenciavel em (0,0). B

Exemplo 1.11.9 A funcio f : R? — R, dada por
x
f('r?y): x2+y2’ 7£ )
€ diferencidavel? Por que?

Solugao: Calculemos f,(z,y). Para (z,y) # (0,0), temos que

. ) (@ )+ (1) o ()
e (a2 +y2)° -
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Por outro lado, se (x,y) = (0,0), segue que

£,(0,0) = Jim 280 = /(0.0) _ im0 =0,

z—0 xr — O z—0 x x—0

Portanto, a funcao f,(z,y) é dada por

z (22" + 4a”y?)
folw,y) = (22 +47)

, se (z,y) # (0,0)
0, se (x,y)=(0,0)

y) # (0,0), visto que ela é

A funcao f.(x,y) é continua para todo (z,y
= (0,0), como z* < x* + y* e

a divisao de dois polinomios. Para (x,y)
y? < 2% + 9%, segue que

2 M L G
(ZL‘2 + y2)2 (I‘Q + y2)2

224 4 4a29?
(@2 + y2)?

Assim, do Teorema do Sanduiche (Teorema 1.5.4), temos que “ l)m% falz,y) =
0,0)

0 e, por isso, f, é continua em (0,0). De maneira anédloga, temos que fy(:p, Y)
é dada por

fy) =3 T @y ° (z,y) # (0,0)
0, se (z,y)=1(0,0)

e utilizando uma argumentacao semelhante a utilizada para f,, temos que f,
é continua em todo (z,y). Portanto, como f é continua, f,(z,y) e fy(z,v)
existem e sao continuas em todo (z,y) € R?, segue do Teorema 1.11.2 que f
é diferencidvel em todo (z,y) € R?. [ |

Definicao 1.11.4 Dizemos que uma funcgdo f : D C R? — R € de Classe
Cl, ou que f é Continuamente Diferencidvel, numa bola B(A,r) C D,
se fy e f, existem e sao continuas em A.

Seja A C R? é um conjunto aberto. Da Definicao 1.11.4 temos que se
uma funcao f: D — R é de classe C!, entdo, f é diferencidvel em D.

Observagao 1.11.1 As condigoes apresentadas no Teorema 1.11.2 sdo sufi-
cientes para provar a diferenciabilidade de uma funcdao f num ponto, mas elas
nao sao condi¢oes necessdarias. Ou seja, uma fungao pode ser diferencidvel
num ponto mesmo tendo as suas derivadas parciais descontinuas nesse ponto.
Assim, ser de classe C* é uma condicao suficiente, mas nao necessdria, para
a diferenciabilidade da funcao num ponto.

Exemplo 1.11.10 Seja f : R* = R a funcao dada por

2., .2 1
f(z,y) = (2% +y?)sen (x2—+y2), se (z,y) # (0,0)

O, se SC,Z/) = (07 0
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a) Calcule f, e f,.
b) Mostre que f, e f, ndo sao continuas em (0,0).

c) Mostre que f € diferencidvel.
Solucao:

a) Para (z,y) # (0,0) temos que

1 2x 1
fz(x;y) = 2xsen <x2—|—y2) — $2+y2 CcOS (m) .
Por outro lado, Para (x,y) = (0,0) temos que

o J(2,0) = f(0,0) Ly _
ffﬂ(o’o)_}clf}% 0 —i%xsen = =0,

. 2 x—0
visto que z© —— 0 e

1
sen (—2) ‘ < 1. Dessa forma, temos que
x

1 2z 1
Folwy) = 2" <:v2 + y2) BEE R (:E? + y2) , se (z,y) # (0,0)
07 Se (LC,y) = (0,0)

Analogamente, temos que

1 2y 1
0, se (z,y) = (0,0)

b) Observe que

. . 1 1 1
ll_{% fao(t,t) = 1151_{% (Ztsen (ﬁ) — 5 cos (@))

nao existe e, por isso, f, nao é continua em (0,0). De maneira anéloga,
concluimos que  lim  f,(z,y) nao existe e, por isso, f, ndo é continua
y)—(0,0)

(z,y)—(0,
em (0,0).

¢) Precisamos calcular o incremento da func¢ao f. Assim,

Af(0,0) = f(0+ Ax,0 + Ay) — f(0,0) =

= ((0+ Az)? + (0 + Ay)*)sen ((0 + Az)? Jlr 0+ Ay)2> -0

1
Bt <Ay>2> Aot

~ 10,000 + 40,08y + Aasen

eowsen (g ) O
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aoF <Ay>2> ©e = Aysen ((Ax>2 ; <Ay>2>’

Assim, tomando €; = Axsen (

segue que
Af(0,0) = f.(0,0)Az + £,(0,0)Az + 6 Az + Ay,

onde €; e € sao fungoes de Az e Ay, tais que ¢, — 0 e e — 0, quando
(Az, Ay) — (0,0), entao, f é diferenciavel em (0,0).

Definicao 1.11.5 Se f : D C R? — R ¢é uma funcdo diferencidvel, entdo,
a Diferencial Total, ou simplesmente a Diferencial, de f ¢ a funcdo df
tendo wvalores funcionais dados por

df (x,y, Az, Ay) = fx(x>y)Ax + fy(x’ y)Ay.
[ |

Observacao 1.11.2 Seja f : D C R?> — R uma funcdo. Assim, temos
que df € uma funcdo de quatro varidveis, sendo elas x, y, Ax e Ay. Se
z = f(z,y), entao, escrevemos dz em vez de df (x,y, Ax, Ay). Dessa forma,
temos que a diferencial total é dada por:

dz = fu(@,y)Az + fy(z,y)Ay. (1.3)
|

Se, em particular f(z,y) = z, entdo, z = z. Dal, f,(z,y) =1e f,(z,y) =
0. Assim, da Equacao 1.3 temos que dz = Azx. Como z = x, para essa
fungdo dr = Axz. De maneira anéloga, tomando f(z,y) = y, entdo, z = v,
dal, fy(z,y) =0e fy(z,y) = 1. Assim, da Equacao 1.3, temos que dz = Ay.
Como z = y, para esta funcao dy = Ay.

Por causa do argumento anterior, definimos as diferenciais das variaveis
independentes por dr = Ax e dy = Ay. Dessa forma, a Equacao 1.3 pode
ser reescrita por

dz = fo(x,y)dx + f, (2, y)dy,
e, no ponto (a,b) € D,

dz = f.(a,b)dx + f,(a,b)dy. (1.4)
Substituindo na definigdo de incremento (Defini¢ao 1.11.1), temos que
Az = fi(a,b)dx + fy(a,b)dy + erdx + eady. (1.5)

Comparando as Equagoes 1.5 e 1.4, e considerando dx e dy préximos de
zero (e, consequentemente teremos que €; e €5 também serao valores préximos
de zero), seque que a diferencial dz pode ser considerado como uma apro-
ximacao para o valor do incremento Az. Dessa forma, usando as notacoes

0z Oz

— e —, em vez de f, e f,, respectivamente, temos que
Jor Oy
0z 0z
Az 2 dz = —dr + —dy. 1.6
22 dz = do 2y Yy (1.6)

Vamos a algumas aplicagoes.
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Exemplo 1.11.11 Seja z = 2°y.
a) Calcule a diferencial dz;

b) Utilizando a diferencial, calcule um valor aprorimado para Az, quando
saimos do ponto A = (1,2) e vamos para o ponto B = (1.02,2.01);

¢) Calcule o valor do erro cometido.
Solucgao:
a) Como f, = 2zy e f, = 2%, segue que
dz = 2zydzr + x°dy.

b) Tomando dx = 0.02 e dy = 0.01, temos que uma aproximagao para Az
fica dada por

Az>dz=2-1-2-0.024+1%2-0.01 = 0.08 + 0.01 = 0.09.

¢) Temos que Az = z(x + Az, y + Ay) — z(z,y). Assim,
Az = (1.02)% - (2.01) — 1* - 2 = 2.0091204 — 2 = 0.091204.
Dessa forma, temos que o erro cometido foi de

|Az — dz| = 0.091204 — 0.09 = 0.001204.

Exemplo 1.11.12 Um recipiente de metal, fechado, na forma de um cilin-
dro circular reto, tem uma altura interna de 6cm, uma raio interno de 2cm
e uma espessura de 0.1ecm. Se o custo do metal a ser usado € de R$10 por
centimetro cubico, ache por diferencial o custo aprorimado do metal que serd
empregado na producao do recipiente.

Solucao: O volume de um cilindro circular reto, V em?, de raio é r cm e a
altura é h em é dado por V = 7r?h. O volume exato de metal utilizado para
gerar o recipiente é dado pela diferenca entre os volumes de dois cilindros
circulares retos:

i) o Externo V., de raio r = 2.1 e altura h = 6.2;
ii) e o Interno V;, de raio r = 2 e altura h = 6.

O valor AV =V, — V;, daria o volume exato de metal utilizado. Con-
tudo, como somente um valor aproximado foi pedido, vamos aproximar essa
variagao calculando a diferencial total dV. Da definicao de diferencial total
aplicada na equacao do volume temos que

oV oV

= — —dh =2 2dh.
dV o dr + o dh wrhdr + wredh
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Comor =2, h=6edr=0.1, dh =0.2, temos que
dV =2.71.2.6.0.1 + 7.2%.0.2 = 3.27.

Assim, AV ~ 3.2m em?®. Portanto, como foi gasto aproximadamente 3.2rcm?
de metal para produzir o recipiente e o custo do metal é de R$10.0 por
centimetro cubico, segue que o custo aproximado do metal a ser usado na
fabricacao do recipiente é de 10.3.2.7m = 100.53 reais. |

Até agora foram apresentados apenas os conceitos de diferenciabilidade
para funcoes de duas variaveis. Agora essas defini¢oes serao estendidas para
um numero qualquer de variaveis.

Definigao 1.11.6 Seja f : D C R™ — R uma fung¢ao. Se P = (a1, -+ ,a,) €
D, entao, o Incremento de f em P ¢ dado por

Af(P) = f(ar + Axy, -+ ,a, + Az,) — f(P).
|

Definig¢ao 1.11.7 Seja f : D C R" — R wma func¢ao. Se o incremento de
f no ponto P = (ay,--- ,a,) € D puder ser escrito da forma

Af(P) = fml(P)Al’l + -+ fmn(P)AIn + €1AI1 + -+ EnAZL’m

onde e, — 0,-+- €, — 0 quando (Axy,--- ,Ax,) — (0,---,0), entao, [ €
Diferencidvel em P.
|

Observagao 1.11.3 a) O Teorema 1.11.2 pode ser estendido para fornecer
condicoes suficientes para a diferenciabilidade de funcoes de n varidveis
num ponto P, basta que fi1,--- , f, existam todas numa bola B(P;r) e que
elas sejam continuas em P.

b) A diferenciabilidade de fungoes reais de n varidveis garante a continuidade
da funcao f e, do mesmo modo que para fungoes reais de uma varidvel, a
existéncia de derivadas parciais nao garante a diferenciabilidade da funcgao
no ponto dado.

Definicao 1.11.8 Sejam f : D C R* — R uma funcao tal que w =
flzy, - ,x,). Tome doy = Axy,--- ,dx, = Az,. Se f ¢ diferencidvel em
P, entdo, a Diferencial Total de [ € a funcao df tendo valores funcionais
dados por

of

AP Az, Ar) = 2L (Pydzy + o+ .
Tn

n 81‘1

(P)dx,,.

Usando a notagao em vez de P podemos reescrever a igualdade da
Ti Ly

definigao anterior como
ow ow

dw = ——d
v 0, z1t +8$n

dx,,.
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Exemplo 1.11.13 As dimensoes de uma caiza sao medidas e obtemos 10cm,,
12em e 15em, as medidas sao corretas até 0.02em. Calcule aproximadamente
o erro mdximo cometido no cdlculo do volume da caiza a partir das medidas
dadas. Ache também o erro percentual aproximado.

Solucgao:
Seja V' o volume da caixa cujas dimensoes sao  cm, y cm e z cm. Entao,

V =uazyz.

O valor exato do erro é obtido calculando AV. Contudo, usando dV como
uma aproximagao para AV obtemos o que se deseja. Assim,

ov oV oV

dV = —dx + —dy + —dz = yzdx + zzdy + xyd=.

ox dy 0z
Como |dz| < 0.02, |[dy| < 0.02 e [§z] < 0.02, entdo, o erro maximo no
volume sera obtido tomando o erro maximo em cada uma das medidas nas
trés dimensoes. Assim, tomando dxr = 0.02, dy = 0.02, dz = 0.02, z = 10,
y =12 e z = 15, temos que

dV =12.15.0.02 + 10.15.0.02 + 10.12.0.02 = 9.

Logo, AV 2 9cm?, e consequentemente o erro possivel no calculo do volume
com as medidas dadas é de aproximadamente 9cm?. O erro relativo serd
obtido encontrando dividindo o erro pelo valor real. Dai, o erro relativo no
calculo do volume a partir das medidas dadas é

AV _dvV 9 AV

VSV T v 000

ou seja, o erro percentual é aproximadamente 0.5%. [ |

Exemplo 1.11.14 Um recipiente fechado na forma de um paralelepipedo
tem comprimento interno de 8m, uma largura interna de 5m, uma altura
interna de 4m e uma espessura de 4cm. Use diferenciais para aprorimar a
quantidade de material necessdria para construir o recipiente.

Solugao: A quantidade de material necessaria para construir o recipiente
¢ a diferenga entre o volume externo e o volume interno. Como

V=axyze AV = dV,

segue que

~ avdx + a—de + 8_de = yzdx + zz2dy + xydz.

AV~ or dy 0z

Assim, AV ~ 8-5-0.08+8-4-0.084-4-5-0.08 = 3.2+2.56+1.6 = 7.36m3, ou
seja, é necessario, aproximadamente, de 7.36m?® de material para construir o
recipiente. [ |

Agora, fagamos alguns exercicios.
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1.12 Exercicio

Exercicio 1.12.1 Para cada uma das fungoes abaizvo, calcule o que se estd
pedindo.
a) f(z,y) = 32" + 2zy — y*:
i) Af(1,4) (o incremento do f no ponto dado);
ii) Af(1,4), quando Az = 0.03 e Ay = —0.02;
iii) df (1,4, Ax, Ay) (a diferencial total no ponto dado);
iv) d) df(1,4,0.03,—0.02).

b) flz,y) = 222 + by + 4y*:

i) Af(2,—1) (o incremento do f no ponto dado);

ii) Af(2,—1), quando Az = —0.01 e Ay = 0.02;
iir) df (2, —1, Ax, Ay) (a diferencial total no ponto dado);
i) df(1,4,—0.01,0.02).

&) (w,y) = zyer:
i) Af(2,—4) (o incremento do f no ponto dado);
ii) Af(2,—4), quando Az = —0.1 e Ay = 0.2;
iii) df (2, —1, Az, Ay) (a diferencial total no ponto dado);
iv) df(1,4,-0.1,0.2).

d) f(z,y) =22

T—y "
i) Af(3,0) (o incremento do f no ponto dado);
ii) Af(3,0), quando Az = 0.04 e Ay = 0.03;
iii) df (3,0, Ax, Ay) (a diferencial total no ponto dado);
i) df(3,0,0.04,0.03).

Exercicio 1.12.2 Encontre a diferencia de cada uma das func¢oes a sequir.

a) f(z,y) =42® —2y* + 3y — 7; h) f(u,v) = arcsen(uv);

b) f(x,y) = ytan(z?) — 2zy; i) f(p,q) =In(1 +p*+¢%);

¢) f(z,y) =z cos(y) — ysen(x); ) flx,y,2) = In(2? + y? + 2%);
d) f(z,y) =ve® +e7; k) f(x,y,z)= PO fzi ol

e) f(z,y) = 2°y*; )

f) f(z,y) = cos(zy); ) f(x,y,z) = xarctan(z) — y?;
g) f(z,y) = zarctan(z + 2y); m) f(x,y,z) = e¥* — cos(xz).
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Exercicio 1.12.3 Prove que cada uma das fungoes abaizo sao diferencidveis
em todos os pontos do seu dominio.

a) f(z,y) = 22" =32y + 272y %; d) f(z,y) = yln(z) — 5

3r—4
b) f) = T, ) fl,y) = arctg(e +y) + ——;
c) f(x,y) = 3ln(xy) + Ssen(x); f) fx,y) = e*®sen(y) + e **cos(y);

Exercicio 1.12.4 Seja f : R? — R a funcdo dada por

Jxt+y—2, se r=1o0uy=1
f(:c,y)—{ 2, se r#£ley#1

Prove que f,(1,1) e f,(1,1) existem, mas f nao € diferencidvel em (1,1).
Exercicio 1.12.5 Seja f : R? — R a funcdo dada por

3 2,2
fo) = 4w S (@) #(0.0)

0, se (z,y)=1(0,0)
Prove que f,(0,0) e f,(0,0) existem, mas f nao € diferencidvel em (0,0).
Exercicio 1.12.6 Seja f : R> = R a funcdo dada por

flx,y) = 21y 0 z,y) # (0,0)

0, se (z,y)=1(0,0)
Prove que f é diferencidvel em (0,0).
Exercicio 1.12.7 Seja f : R? = R a funcdo dada por

2
Yz
fay)={ drgpaga 5 @y 70,00

0, se (x,y,2)=1(0,0,0)

Prove que f,(0,0,0), f,(0,0,0), e £.(0,0,0) existem, mas que f nao é dife-
rencidvel em (0,0,0).

Exercicio 1.12.8 Seja f : D C R? —» R, onde D = B(A;r), com A = (a,b).
Mostre que se [ € diferencidvel em A, entao, f possui as derivadas parciais

fe(A) e fy(A).

Exercicio 1.12.9 Seja f : D C R*> — R uma funcao tal que z = f(z,y).
Mostre que a diferencial total df (z,y, Az, Ay) = f.(x,y)Az + fy(x,y)Ay é
uma transformacao linear.

Exercicio 1.12.10 Calcule o valor aproximado da variacdo da drea de um
retangulo quando os lados variam de v = 2m e y = 3m para x = 2.0lm e
y=2.97Tm.
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Exercicio 1.12.11 Um recipiente fechado na forma de um sélido retangular
deve ter um comprimento interno de 8m, uma largura interna de 5m, uma
altura interna de 4m e uma espessura de 4cm. Use diferenciais para estimar
a quantidade de material necessaria para construir o recipiente.

Exercicio 1.12.12 A altura de um cone ¢ h = 20cm e o raio da base €
r = 12cm. Calcule um valor aprorimado para a variagao do volume quando
h aumenta 2mm e o raio diminui lmm.

Exercicio 1.12.13 A energia consumida num resistor elétrico é dada por
2

v
P = = watts. Sabendo que V = 100 volts e R = 10 ohms, calcule:

a) Calcule a diferencial dP;

b) Utilizando a diferencial, calcule um valor aprorimado para AP, quando
V' decresce 0.2 volts e R aumenta de 0.01 ohm.

c¢) Calcule o valor do erro cometido com a aproximagao.
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