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1.15 A Derivada Direcional

Seja f : D € R? — R uma funcido. Dessa forma, podemos “enxergar” a

0
derivada parcial —f(a, b) como sendo a taxa de variacao de f na dire¢ao do

ox

vetor i = (1,0), quando y = b estd fixo. Analogamente, podemos considerar

que a derivada parcial a—(a, b) é a taxa de variacao de f, na diregao do vetor
)

j= (0,1), quando = = a esta fixo.

Dessa forma chegamos a seguinte questao: “Podemos estender a nocgao
de taxa de variacao instantanea de uma fungao f num ponto P € D; numa
direcdo qualquer?”. A resposta dessa pergunta vai nos levar ao conceito de
Derivada Direcional.

Antes disso, seja f : D C R* — R uma fungao, dada por z = f(z,y),
e seja P = (a,b) um ponto do plano XY. Suponhamos que U seja o vetor
unitario que faz um angulo de # radianos com o vetor i, ou seja, um angulo
f radianos com o semieixo positivo das abscissas. Entao, da Figura 1.23,
podemos concluir que

U = cos(f)i + sen(#)] = (cos(6),sen(d)).

Figura 1.23: Representagao do vetor unitario U a partir de um ponto P =
(a,b).

Vamos a definicao de derivada direcional.

Definigao 1.15.1 Seja f : D C R? — R uma fungdo. Se U= (cos(f),sen(6))
€ um vetor unitdrio, entao, a Dertvada Direcional de f na direcio do ve-
tor U, denotada por Dyf, € dada por:

Dyf(z,y) = ,?L% f(z+ h.cos(0),y —;h.sen(@)) — f(z,y)

Y

se esse limite existir.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.15.1 Dada a funcio f(x,y) = 32> — y* +4x e sendo U o vetor
s
unitario que forma um angulo de s radianos com o semieiro positivo x,

encontre Dyf.
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Solugao: Como U = <cos (%) , sen (%)) = <§,§>, entao, pela De-

finicao 1.15.1 temos que:

f (:JH—\/Tgh,y—i-%h) — f(z,y)

h—0 h

3<x+§h> — (y+%h>2+4<x+§h> — (322 + y? + 4x)

9 1
3x2+3\/§hx+Zh2—y2—hy—Zh2+4x+2\/§h—3x2+y2—4x
= lim =

h—0 h
9 1
3v3hx + “h? — hy — ~h2 + 2v/3h 9 ]
= lim 4 4 zlim3x/§x+—h—y——h+2\/§:
h—0 h h—0 4 4
= 3V3z — y + 2V/3.

Exemplo 1.15.2 Dada a fungio f(x,y) = x*—2zy+y?, encontre a derivada
direcional de f na direcao do vetor U que tem a mesma direcao e sentido do
vetor v = (2,—1).

Solugao: Como U tem norma um e a mesma dire¢ao/sentido do vetor v,
entao, temos que U = ﬁ Assim, como |[v]| = /22 + (1) = /5, segue
v

2 -1
ue U= | —, — ]. Portanto, segue da Definicao 1.15.1 que:
o (3 52 Pt i 51
f<x+ - hy+(_1>h)—f(x )
Dy f = lim v V5 | =
h—0 h
2h\ 2h h h\?
r+—=| —2|z+—= —— |+ ly——=] | — (2% = 22y + ¢?
(+%8) ~2(+5) (- 5) (v \/5)] )
= ]1m =
h—0 h
4xh  4h*  4yh  2xh  4h®  2yh  h?
e T — = S —
B A R T A MR U
h—0 h

= lim 6_I_6_y+% —i(x_ )
S0 \VB VB B ) Y.
[ |

Vamos obter ferramentas que nos permita encontrar a derivada direcional
de uma forma mais razoavel.
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Teorema 1.15.1 Seja f : D C R?* — R uma funcgdo diferencidvel. Se
U = cos(0)i + sen(f)j, entdo:

Dyf(z,y) = fu(z,y) cos(0) + f,(z,y)sen(6).

Demonstracao: Nao serd feita nessas notas. |

Exemplo 1.15.3 Use o Teorema 1.15.1 para resolver os FExemplos 1.15.1 e
1.15.2.

Solugao: Para o Exemplo 1.15.1, como f(z,y) = 32 — y? + 4z, U =
(cos (%) , sen (%)), fz =6x +4e f, = =2y, segue que

Dyf(x,y) = (6x + 4)ig + (—Zy)% =3V3z4+2V3 — v,

2
que coincide com a resposta obtida em 1.15.1.
-1
Para o Exemplo 1.15.2, como f(z,y) = 2% — 2zy + y*, U = ( )
VAR

fo(z,y) =22 -2y e f,(z,y) = 2z — 2y, temos que

(9 — 9) 2 4 (—9p —1y_6z—-6y 6
Dofla.y) = (2 2y>¢5+<2+2y>(¢5) ]

que coincide com a resposta obtida em 1.15.2. [ |

Exemplo 1.15.4 Seja f(x,y) = 2* — xy +y*. Calcule Dyf(z,y), sendo U
o versor de cada um dos vetores a sequir.

a’) U= (_17 1)7 b) U= (172)7 C) U= (1’ 1)
Solucgao:

a) Temos que ||7]| = y/(—1)2 + 12 = v/2. Dessa forma,

Assim, como f,(z,y) =2z — y(z,y) = 2y — x, seque que

yef
Duf(z.y) = folwy) - (;—;) o) (%) .

—1 1 -3z + 3y
—r—y) (=) y—a) (=)= 22
a0 (3g) v () -~
b) Temos que ||7]| = v/12 + 22 = /5. Dessa forma, temos que

Y- ||6|| - (\Lf%)

Assim, como f.(x,y) =2z — y(x,y) = 2y — x, seque que

Dof () = fule,y) ( )+fy )(%):

() a(2)-
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¢) Temos que ||7]| = V12 + 12 = /2. Dessa forma, temos que

U 1 1
U = o = (—, —) .
Wl \v2' v2
Assim, como f,(z,y) =2z —y e f,(z,y) = 2y — x, seque que

Dy f(x,y) = fe(z,y).01 + fy(x,y)v2 =

Exemplo 1.15.5 Seja f(x,y) = 2* + y*. Calcule a derivada direcional da
funcao f na diregao do vetor U= (2,-3).

Solugao: Temos que ||U|| = 1/22 + (=3)2 = V4 + 9 = V/13. Dessa forma,
temos que o versor do vetor U é dado por

V= U ( 2 3 )
Ul \v13'v13/
Como f,(z,y) =2z e f,(z,y) = 2y, seque que

Duf(enn) = Lo () + flen) (=) =

() ()-8
|

Como ja mencionado, nao podemos esquecer que a derivada parcial é
um caso particular da derivada direcional, sendo que f.(x,y) é Dy f(z,vy),
quando U = (1,0) e f,(z,y) é Duf(z,y), quando U = (0,1). Outra ob-
servacao importante que merece destaque é sobre o sentido do vetor U. Nao
se esqueca que o vetor —U é o oposto ao vetor U e, por isso, a informagao
obtida com D_y f(z,y) é oposta a obtida com Dy f(x,y). Agora, vamos a
uma interpretagao geométrica para a derivada direcional de fungoes reais de
duas variaveis.

Interpretacao Geométrica da Derivada Direcional

A derivada direcional da a razao de variagao do valor da funcao f(z,y) em
relacao a distancia no plano XY medida na direcao do vetor U, uma ilus-
tracao é dada pela Figura 1.24.
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Figura 1.24: Interpretacao Geométrica da Derivada Direcional.

A equagdo da superficie S na Figura 1.24 é z = f(z,y). O ponto P € S
tem coordenadas P = (a,b,c). A curva de interse¢ao de S com o plano «
que contém P e tem diregao dada pelo vetor U = (cos(f), sen(f) é dada pela
equagao C'(t) = (x(t),y(t), 2(t), com t € I C R (I é un intervalo). Dessa
forma, temos que derivada direcional Dy f(z,y), calculada no ponto P d4 a
inclinagao da reta tangente a curva C, em P, no plano a.

Exemplo 1.15.6 Seja T'(z,y) = 16 — 222 — y? uma distribuicao de tempera-
tura no plano XY . Determine a taza de variagcao da temperatura na dire¢ao

~ m . - .
do vetor U que faz um angulo de 3 com o semieizo positivo das abscissas.

Solugao: A taxa de variacao procurada é a derivada direcional de f na
T ™
direcao do vetor U. Dai, como U = (cos (3) , sen (g>), segue que
T

Dy f(z,y) = folz,y)cos (g) + fy(x,y)sen (g) =

= (—4x) cos (%) + (—2y)sen (g) = — (Qx cos (%) — ysen (g)) i

Portanto, a taxa de variacao da temperatura na direcao do vetor que faz um

N m .. . . p
angulo de 7 com o semieixo positivo das abscissas é

Dy f(z,y) = —2 <2:17 cos (g) — ysen (%)) :

Exemplo 1.15.7 Encontre a inclinagao da reta tangente rr dada pela in-
tersecio da superficie f(x,y) = 3z* — bxy* + 3y* com o plano a que contém
o ponto P = (1,0) e é paralelo ao vetor v = (—1,—1).

Solugao: A inclinacao da reta tangente rp procurada é igual ao valor da
derivada direcional Dy f(z,y) da fungao f, na direcdo do vetor U, onde

U = ﬁ Como ||v|| = \/(_1)2+ (—1)? = V2, entdo, temos que U =
—1

G

). Dessa forma, segue que

Dufle.n) = 1o ( 72) + e () =
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= (6 — 5y°) (\_/—%) + (—10zy + 6y) (;—%) (6 — 102y J:/%y —5y")(=1).

—6
Como P = (1,0), segue que Dy f(1,0) = —. Portanto, a inclinagao da reta

V2

tangente rr, em P, é igual a E |

A seguir é apresentado a extensao da derivada direcional para fungoes
de trés variaveis. A interpretacao geométrica é a mesma, ou seja, dada uma
funcao f : D C R3 — R, temos que a derivada direcional de f fornece a razao
da variagao dos valores funcionais f(z,y, z) em relacao a distancia no espago
tridimensional, medida na dire¢do do vetor unitario U. Antes precisamos
relembrar como definir um vetor unitdrio em R3. Observe a Figura 1.25.

z

T

Figura 1.25: Representacao de um vetor U no espaco tridimensional e seus
angulos diretores.

Sejam « é o angulo entre o vetor U e o vetor i = (1,0,0), 8 é o angulo
entre o vetor U e o vetor j = (0,1,0), e v é o angulo entre o vetor U e o
vetor k = (0,0,1),. Entao, temos que cos(a), cos(f) e cos(7y) sao os vetores
diretores do vetor U e, além disso, temos que

U = cos(a)i + cos(B)] + cos(7)k = (cos(a), cos(3), cos(7))

é um vetor unitario. Agora, vamos a definicao de derivada direcional para
funcgoes reais de trés variaveis.

Definigao 1.15.2 Seja f: D C R3 — R uma funcgdo e seja
U = (cos(a), cos(8), cos(7))

um vetor unitario. Entao, a Derivada Direcional de f na direcao do
vetor U, denotada por Dyf, é dada por

Dyf(x,y,2) = lim flathcos(®)y+h- COS(i)aZ + h-cos(y)) — flz,y, 2)
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se esse limite existir.

Teorema 1.15.2 Seja f : D C R3> — R uma funcio diferencidvel e seja
U = (cos(a), cos(f),cos(y)) um vetor unitdrio. Entao,

Dyf(z,y,2) = fo(x,y, z) cos(a) + f,(z,y, 2) cos(B) + f.(z,y, 2) cos().

Demonstracao: Nao serd feita nessas notas. |

Exemplo 1.15.8 Dada f(z,y,z) = 32*+xy—2y* —yz+22%, encontre a razio
de variagdo de f(x,y,z) em (1,—2,—1) na dire¢ao do vetor v = 2 — 27 — k.

Solugao: Um vetor unitério U que tem a mesma direcao e sentido do vetor
v=2i—2j —k é dado por

v 2% —2f — k 22 2. 1-
=—-1——-j]— -k

ol ~ V@rr (22 + (02 3 373

Assim, temos que a derivada direcional de f na direcao de U fica dada por

Do f(e,,2) = 5(62 +9) = 5(0 Ay = 2) = 3(~y +22).

Portanto, a razao de variacao de f(x,y,z) em (1, —2,—1) na dire¢ao de U é

dada por

Duf(1,-2,~1) = 2(4) — 2(10) ~ 1(0) = 4.

Agora, vamos aos exercicios.

1.16 Exercicios

Exercicio 1.16.1 Nos itens a sequir, encontre a deriwada direcional da fungao
dada na dire¢ao do versor do vetor U.

a) f(x,y) = 2z% + 5y, sendo U = cos (%) i + sen (E) s

4
b) f(z,y) do U= 7127
x = ———, Senao = —74+ —7:
73/ x2+y27 5 5],
— - 2 -
¢) f(z,y,2) = 32?+y*—422, sendo U = cos <§> 1+cos (%) J+cos (_§> k;
2 3—,* 2—.» 6—»
d) f(z,y,z) =62 — 2zy +yz, sendo U= —i+ =j + =k;

FAR

e) f(z,y) = y*tan®(x), sendo U = cos (g) i + sen (g) 7, no ponto P =
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—

f) f(z,y,2) = zyz, sendo U= 2% +j — k, no ponto P = (1,1,1);
g) flz,y,2) = 2>+ 2y + 2%, sendo U= i+ 27 + k, no ponto P = (1,2,-1).

Exercicio 1.16.2 A densidade p(z,y) kg/m?* em todos os pontos de uma

placa € dada por
1

T,Y) = —F———.
p(z,y) s

Qual o valor da taza de variagdo da densidade no ponto (3,2), na dire¢ao do
2m

27 - o
vetor U = cos(—ﬁ)i + sen(—)j?
3 3
Exercicio 1.16.3 Calcule a derivada direcional de f no ponto P dado, na

dire¢ao do vetor U que € versor do vetor PQ), sendo f(z,y) = e* arctan(y),

P=(0,1) eQ=(35).

Exercicio 1.16.4 Calcule a derivada direcional de f no ponto P dado, na

dire¢io do vetor U que € versor do vetor PQ), sendo f(x,y) = €*cos(y) +
eYsen(x), P = (1,0) e @ = (—3,3).

Exercicio 1.16.5 Faca um mapa topogrdfico mostrando as curvas de nivel
da fungdo f(x,y) = €*® em €®, e*, 1, e7* e e7®. Faca também a repre-

sentagao do vetor v = (f4(2,1), f,(2,1)) a partir do ponto (2,1).

Exercicio 1.16.6 Encontre a inclinacao da reta tangente rr dada pela in-
tersecio da superficie f(x,y) = 3 — 3wy + 4y* com o plano o que contém

o ponto P = (1,2,11) e € paralelo ao vetor que faz um angulo de G com o

semi-e1xo posilivo T.

Exercicio 1.16.7 Encontre a inclinagao da reta tangente rr dada pela in-
tersecao da superficie f(z,y) = x?y> — 4y com o plano a que contém o ponto
P =(2,-1,0) e é paralelo ao vetor v = (2,5).

Exercicio 1.16.8 Seja T'(x,y,z) = xsen(yz) uma distribui¢cao de tempera-
tura no espaco tridimensional. Determine a taxa de variacao da temperatura
na dire¢ao do vetor v = (1,2, —1) no ponto (1,3,0).

Exercicio 1.16.9 Suponha que a temperatura no ponto (z, y, z) do espago

seja dada por
80

T 14?42y + 322
em que T € a medida, em graus Celsius, da temperatura e x,y e z estdo

em metros. Em que direcao no ponto (1,1,72) a temperatura aumenta mais
rapidamente? Qual € a taxa mdzrima de aumento?

T(z,y,2)
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