5.4 Conjuntos Compactos

Estamos estudando algumas nogoes topolédgicas em R e, por isso, a definicao
de Conjunto Compacto dada a seguir é um bom caminho. Dependendo do
espaco em estudo, essa definicao pode nao ser uma boa escolha e, por isso,
outra definicao é utilizada.

Definicao 5.4.1 Um conjunto X C R é chamado de Compacto quando X €
fechado e limitado.

Exemplo 5.4.1 a) Todo conjunto finito € compacto.
b) Qualquer intervalo da forma [a,b], com a,b € R é compacto.

c¢) Os intervalos da forma ]a,b], [a,b] e ]a,b] nao sdo compactos, pois todos
nao sao fechados.

d) Os intervalos [a,+0o0], |a,+o0], | — 00,b] e ] — 00, b[ ndo sdo compactos,
pois nao sao limitados.

e) Z ndo é compacto, pois nao € limitado.

f) la, bl U[e,d] é um conjunto compacto.

Observe que um conjunto formado por um tunico ponto é fechado, ja que o
seu complementar, R\ {a} = (—00,a) U (a,+00) é aberto. Em consequéncia
disso, um conjunto finito, também é um conjunto fechado, ja que ele é a
uniao finita de conjuntos fechados.

De uma forma mais geral, o conjunto Z é um conjunto fechado, pois o seu
complementar R \ Z é a unido de conjuntos disjuntos (n,n + 1) (n € Z)
que é aberto. A seguir vamos apresentar uma caracterizagao de conjuntos
compactos.

Teorema 5.4.1 Um conjunto X C R é compacto se, e somente se, toda
sequéncia de pontos em X possui uma subsequéncia que converge para um
ponto de X.

Demonstragao: (=-): Se X C R é compacto, entdao, X ¢é limitado e, por
isso, toda sequéncia de elementos de X é limitada. Assim, pelo Teorema
de Bolsano-Weierstrass, toda sequéncia de elementos de X possui uma sub-
sequéncia convergente e, sendo X fechado, o limite dessa sequéncia tem que
estar em X.

(«<): Seja X C R um conjunto tal que toda sequéncia de pontos z, € X
possui uma subsequéncia convergente para um ponto de X.

e Temos que X ¢ limitado pois, caso contrario, para cada n € N é possivel
encontrar z,, € X tal que |z,| > n e, consequentemente, a sequéncia
(x,), assim obtida, ndo possuiria uma subsequéncia convergente.
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e Temos que X ¢é fechado pois, caso contrario, existiria um ponto a & X,
com r, — aex, € X, para todo n € N e, por isso, essa sequéncia
e, todas as suas subsequéncias, nao convergem para um ponto de X,
contrariando a hipotese.

Portanto, X é limitado e fechado e, consequentemente, X é compacto. W

Observagao 5.4.1 Se X C R ¢ compacto, entio, X ¢é fechado e, por isso,
sea=1inf X e b =sup X, seque que a,b € X. Entao, a < x < b, para todo
x € X. Em outras palavras, todo conjunto compacto possui elemento minimo
e elemento maximo.

O resultado a seguir generaliza o principio dos intervalos encaixado, dado no
Teorema 2.3.2.

Teorema 5.4.2 Dada uma sequéncia decrescente
X1D0XoD---DX, D+

de conjuntos compactos e nao-vazios, entao, existe pelo menos um nimero
real que pertence a todos os conjuntos X,,.

Demonstracao: Definia uma sequéncia (z,,) escolhendo, para cada n € N,
um ponto z,, € X,,. Essa sequéncia estd em X, visto que todos os elementos
estao em algum X,,. Como X; é compacto, existe a € X; tal que z,, — a,
onde (z,,) ¢ uma subsequéncia que converge para pontos de Xj.

Temos que para todo n € N, se n, > n, entao, z,, € X, e, sendo X,
compacto, segue que a € X, e, portanto, a € X,,, para todo n. |

Definigao 5.4.2 Chama-se Cobertura de um conjunto X a qualquer familia
C de conjuntos Cy (A € L) tal que

xclJon

AeL

Assim, se C é uma cobertura para X, para cada x € X, existe pelo menos
um indice A € L tal que = € C).

Definicao 5.4.3 Seja C uma cobertura para o conjunto X. Se todos os con-
guntos C € C sao conjuntos abertos, entao, dizemos que C € uma Cobertura
Aberta.

Definicao 5.4.4 Seja C uma cobertura para o conjunto X. Se L é um con-
junto finito, entdao, C ¢ dita ser uma Cobertura Finita.

Definigao 5.4.5 Seja C uma cobertura para o conjunto X. Se L' C L € tal

que X C U Cy, entao, dizemos que C' = (C\)aers € uma Subcobertura da

el
cobertura C.
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Exemplo 5.4.2 1. Seja X =R. Tome L =7 e C, = [n,n+ 1]. Entao,

temos que X C U C, e, porisso, C = (Cy)rer, € uma cobertura para
neL

R.

2. Seja X =R. Tome C; =] — 00,0] e Cy = [0,400[. Entao, temos que
X C CLUCly e, porisso, C é uma cobertura finita para R.

3. Seja X = [-1,2]. Tome L =7 e C,, = [n,n+ 1]. Entao, temos que
X C U C,. Porém, como C' = {[—1,0],[0,1],[1,2]}, seque que C'" €

nel
uma subcobertura finita para X .

Teorema 5.4.3 (Teorema de Borel-Lebesgue): Toda cobertura aberta de um
conjunto compacto possui uma subcobertura finita.

Demonstracao: Tome inicialmente uma cobertura aberta [a,b] C U A,

nel
digamos C, para o intervalo compacto [a, b] e suponha que C nao admita uma

subcobertura finita.
Tome o ponto médio de [a,b] = [ag,by]. Assim o intervalo é decomposto

em dois subintervalos de comprimento sendo que, pelo menos um des-

ses subintervalos que chamaremos de [a1, b1], ndo pode ser coberto por um
numero finito de conjuntos de A,. Assim, por bisse¢oes sucessivas obtemos

uma sequéncia decrescente [ag, by] D [a1,b1] D [az,be] D -+ D [an,b,] D de
b—a

compactos encaixados com b, — a,, = e com nenhum desses intervalos

[an, by] tendo uma subcobertura finita de abertos Ay. Além disso, existe um
nimero real ¢ € [a,b] tal que ¢ € [a,b,], para todo n (Teorema 2.3.2).

Pela definicao de cobertura, existe um indice Ay € L tal que ¢ € A,,. Como
A é aberto, existe um € > 0 tal que [¢c — ¢,c+ €] C Ay,. Assim, tomando

a
n € N tal que < €, segue que [a,,b,] C [c —€,c+ €] C Ay, e, por isso,

n
[a,, by] admite uma subcobertura de um conjunto, o que é uma contradicao.
Portanto, [a,b] admite uma subcobertura finita.

Para o caso geral, seja X um conjunto compacto e C uma cobertura aberta
de X. Como X é compacto, podemos considerar um intervalo [a, b] tal que
X C la,b], visto que X é limitado. Seja a nova cobertura de [a, b] dada por
Ci = CU(R\ X). Entao, [a,b] admite uma subcobertura finita, digamos,
AjUAU---UA, U(R\ X) e, consequentemente, Ay UA;U---UA, é uma
subcobertura finita para X. [ |

1
Exemplo 5.4.3 Os intervalos | —,2 ), n € N, formam uma cobertura para
n

1
o intervalo (0, 1], visto que (0,1] C U <—, 2). Contudo, essa subcobertura
n

neN
nao possui uma subcobertura finita, visto que Ay C Ay C A3 C --- C A, C

- e, por isso, toda subcobertura finita estaria contida no aberto de maior
indice e, por isso, nao conteria o conjunto (0, 1].
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