6.2 Limites Laterais

Definicao 6.2.1 Seja X C R. Dizemos que o numero real a é um Ponto de
Acumulagao a Direita para X, e escrevemos a € X, quando toda vizinhan¢a
de a contém algum ponto de x € X, com x > a.

Observacao 6.2.1 Fxistem algumas equivaléncias para Definicao 6.2.1, onde
destacamos:

1. a € X! se para todo € > 0, temos que X N (a,a + ¢€) # @.

2. Para que a € X! € necessdrio e suficiente que a seja o limite de uma
sequéncia (z,) C X, tal que x, > a, para todo n € N.

3. a € X! se, e somente se, a €Y', sendoY = X N (a,+00).

Definicao 6.2.2 Seja X C R. Dizemos que o niumero real a é um Ponto
de Acumulacao a FEsquerda para X, e escrevemos a € X', quando toda
vizinhanga de a contém algum ponto de x € X, com z < a.

Observacao 6.2.2 Da mesma forma que para ponto de acumulacao a di-
reita, existem algumas equivaléncias para Definicao 6.2.2, onde destacamos:

1. a € X" se para todo € > 0, temos que X N (a —€,a) # .

2. Para que a € X' € necessdrio e suficiente que a seja o limite de uma
sequéncia (r,) C X, tal que x, < a, para todo n € N.

3. a € X' se, e somente se, a € Z', sendo Z = X N (—00,a).
Definicao 6.2.3 Se a € X' N X!, entao, dizemos que a € um ponto de
Acumulacdo Bilateral de X.
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Exemplo 6.2.1 1. Se X = {1, Lo }’ entdo, 0 € X\ . Além

n

11
2757"' ;
disso, X' = @.

2. Seja I um intervalo. Para todo ¢ € 12, seque que c € I” N1I\. Sec é o
extremo inferior de I, entdo, ¢ € I'.. Se c € o extremo superior de I,
entao, c € I'.

3. Seja K o conjunto de Cantor. Jd provamos que todo ponto do conjunto
K € um ponto de acumulagiao (Teorema 5.5.1). Assim, se k € K ¢
o extremo de algum dos intervalos omitidos numa das etapas da cons-
trugcdo do conjunto K, entdo, ou k € K' ou k € K. Caso contrdrio,
ke K NK'.

Definigao 6.2.4 Sejam f : X C R — R uma funcao e a € X',. Dizemos
que o numero real L € o limite a direita de f(x) quando z tende a a pela

direita, e escrevemos,
lim f(z) =L,

T—a4

quando para todo € > 0 dado, eziste 6 > 0 tal que |f(x) — L| < €, sempre que
reXel<zr—a<i.
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De uma maneira simbodlica podemos escrever:

lim f(x)=L:=Ve>0,30>0,z€ XN(a,a+9)=|f(z)—L|<e.

z—at

Definigao 6.2.5 Sejam f: X C R — R uma fungio e a € X' . Dizemos
que o nimero real L € o limite a esquerda de f(z) quando x tende a a pela
esquerda, e escrevemos,

lim f(z) =L,

r—a—

quando para todo € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que |f(z) — L| < €, sempre que
reXel<a—x<6.

De uma maneira simbolica podemos escrever:

lim f(zr)=L:=Ve>0,30>0z€XN(a—0d,a)=|f(zr)—L|<e

r—a~

Observagao 6.2.3 1. As propriedades desenvolvidas na Se¢dao 6.1 podem
ser adaptadas para os limites laterais.

lim f(z) =L = lim f(x)< lim f(z).
T—a~ z—at T—a
Exemplo 6.2.2 1. Seja g a fung¢do dada por

g: R\{0} - R

T Hg(m)zi‘

|z
Entao, g nao possui limite quando x tende a zero, visto que

lim g(z) =1¢ lim g(z) =—1

z—0+ 2—0-
2. Seja h a fungao dada por
h: R\{0} — R X
x —  h(x) = - '
Entao, h nao possui limite quando x tende a zero, visto que

lim h(x) = +o0 e lim h(z) = —o0.

z—0t z—0~
3. Seja f a funcao dada por
f: R\{0} —- R

x — f(m):e_% '

Entao, lim f(x) = 0. Por outro lado, lim f(z) = 400 e, portanto,
z—0t x—0~

glclg(l) f(z) nao existe.
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4. Seja f a fung¢ao Maior Inteiro (ou Parte Inteira) dada por

f: R - R
r = fle)=[z]=nVYn<z<n+1"

Entao, para a € 7, temos que lim f(z) = a e lim f(z) =a—1 e,
z—at T—a~
por isso, lim f(x), para a € Z, nao existe. Caso a & 7, temos que
r—a

lim f(z) = [a] = lm_f(2)

Definicao 6.2.6 Uma funcao f : X — R € dita ser Mondétona Crescente
quando para x,y € X, com v < y, temos que f(x) < f(y). Uma fun¢ao
f: X — R € dita ser Mondtona Nao-Decrescente quando para x,y € X, com
x <y, temos que f(z) < f(y).

Definicao 6.2.7 Uma funcdio f : X — R € dita ser Monotona Decrescente
quando para x,y € X, com v < y, temos que f(x) > f(y). Uma fun¢ao
f: X — R € dita ser Mondtona Nao-Crescente quando para x,y € X, com
xr <y, temos que f(x) > f(y).

Definicao 6.2.8 Uma funcao f : X — R € dita ser Mondtona se ela for
crescente, ou decrescente, ou nao-decrescente ou nao-crescente.

Teorema 6.2.1 Seja f : X C R — R uma fun¢io mondtona limitada.
Para todo a € X', e todo b € X', seque que existem L = lim+ (x) e
Tr—a
M = lim f(z).
T—b—

Demonstracao: Suponha que a fungao f : X C R — R seja mondtona
nao-decrescente. Seja L = inf{f(x);x € X, 2 > a}. Dado € > 0, entao, L + ¢
nao ¢ cota inferior do conjunto {f(z);z € X,z > a}. Entao, existe 6 > 0
tal que a+0 € X e L < f(a+0) < L+ e Como f ¢é nao decrescente,
re XN(a,a+6)=L< f(r) < L+e€e, porisso, L = lim+f(x).

T—ra

Analogamente, seja M = sup{f(z);x € X,z < b}. Dado € > 0, entdo, M —e¢
nao é cota superior do conjunto {f(z);z € X,z < b}. Entao, existe § > 0
talque b—d € X e M —e < f(b—0) < M. Como f é nao decrescente,
reXN(b—-60b=M-e< f(xr) <M e, porisso, M = lim f(z). [ |

z—b—

O teorema anterior nos garante que os limites laterais quando = tende a a
pela direita ou pela esquerda, de uma funcao mondtona limitada, sempre
existem, mas nao nos garante que o limite da fungao existe em a. Por outro
lado, se a € X, entao, nao é necessario supor no mesmo teorema que f seja
limitada.

De fato: Suponha que a fungao f : X C R — R seja mondétona nao-
decrescente e que ¢ € X N X,. Assim, f(a) é uma cota interior para o
conjunto {f(z);z € X,z > a} e, consequentemente, um infimo desse con-
junto. Logo, f(a) = lier f(z). Analogamente, se a € X N X' | segue que

r—a

f(a) é uma cota superior para o conjunto { f(x);x € X,z < a} e, consequen-
temente, um supremo desse conjunto. Logo, f(a) = lim f(z). O
Tr—a—
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