5.5 O Conjunto de Cantor

Teorema 5.5.1 O conjunto de Cantor que serd descrito possui um conjunto
com as sequintes propriedades:

a) E compacto;
b) Tem interior vazio e, por isso, nao contém intervalos;

¢) Nao contém pontos isolados, ou seja, todos os seus pontos sio de acu-
mulacao;

d) E um conjunto-nao enumerdvel.

Demonstracao: A demonstracao serd construida a seguir. |

Comecemos descrevendo o modo de construir o conjunto. O Conjunto de
Cantor K é um subconjunto fechado do intervalo [0, 1], obtido como o com-
plementar de uma reuniao de intervalos abertos do seguinte modo: retira-se

do intervalo [0, 1] o ter¢co médio aberto Depois, retira-se o terco
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médio aberto de cada um dos intervalos restantes |0, 3 e 3 1.
Dessa forma, restara o conjunto

o BB

Em seguida, retira-se o terco médio de cada um desses quatro intervalos e,
dessa forma, repete-se o processo indefinidamente. O conjunto K dos pon-
tos nao retirados é o conjunto de Cantor. Vamos a demonstracao do teorema.

a) Seja Iy, Iy, ---, I, --- os intervalos abertos omitidos, entao, o conjunto
+oo +oo
U I, é um conjunto aberto e, por isso, F' = R\ U I, ¢ um conjunto
n=1 n=1

fechado. Logo, K = [0,1] N F' é um conjunto fechado e, por k C [0, 1],
segue que k é limitado e, portanto, K é compacto.

b) Sobre K ter interior vazio, observe que depois da n-ésima etapa de sua
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construcao, restam apenas intervalos de comprimento 30 Dessa forma,

dado qualquer intervalo J C [0, 1] de comprimento ¢ > 0, se tomarmos

n € N tal que —— < ¢, entao, o intervalo .J estard dividido e, por isso, nao

sera um intervalo. Portanto, K nao possui intervalos.

¢) Os pontos extremos dos intervalos obtidos nas diversas etapas da cons-
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trugao do conjunto de Cantor, tais como 3'3°9°9°9' 9’ etc. sao elemen-
tos de K e eles constitui um conjunto enumeravel E, visto que £ C Q.
Além disso, seja ¢ um extremo de um intervalo, digamos (¢, b), omitido
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na construgao de K. Logo, restou um certo intervalo [a, ¢|]. Nas proximas
etapas da construcao do conjunto restam apenas os tercos finais do inter-
valo, ou seja, [an,c|, com a, € E. Como o comprimento ¢ — a,, tende a
zero, segue que a, — 0 e, por isso, ¢ nao é ponto isolado.

Suponha agora que ¢ nao seja extremo de intervalo retirado na construcgao
do conjunto. Para cada n € N, ¢ pertence ao interior de um intervalo
[, Yn] que restou depois da n-ésima etapa da construc¢ao do conjunto K.

Dessa forma, temos que z, < ¢ < y, € K, com y, —x, = 30 Logo,

¢ =limz, = limy, e, por isso, ¢ ¢ um ponto de acumulagao e, portanto,
K nao possui pontos isolados.

Por fim, mostremos que o conjunto de Cantor é nao-enumeravel. Para isso,
considere qualquer subconjunto enumeréavel {zq,x9, - ,zp, -} C K,
mostraremos que sempre existe um numero ¢ € K tal que ¢ # x,,, para
do n. Considere um ponto em K e tome um intervalo I; compacto, nao-
degenerado centrado nesse ponto tal que x; # I;. Como nenhum ponto
de K é isolado, segue que I; N K é um conjunto infinito, compacto e sem
pontos isolados. Em seguida, para algum ponto de K interior a 1, tome o
intervalo compacto, nao degenerado, centrado nesse ponto I, C I; tal que
x9 # I5. Repetindo-se esse processo, obtemos uma sequéncia de intervalos
compactos, nao-vazios, tais que x,, # I, I, N K # &. Dessa forma, existe
um ponto ¢ € I, para todo n. Escolhendo y,, € I,, € K, segue que y,, — ¢
e, sendo K fechado, segue que ¢ € k. Portanto, ¢ € I, UK =z, # ¢, para
todo n, ou seja, K nao é enumeravel.
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