Capitulo 1

Conjuntos Finitos e Infinitos

1.1 Numeros Naturais
O Conjunto N dos niimeros naturais é caracterizado pelos Aziomas de Peano:

(1) Existe uma funcdo injetiva s : N — N. A imagem s(n) de cada nimero
natural n € N chama-se Sucessor de n.

(2) Existe um tnico nimero natural 1 € N tal que 1 # s(n), para todo
n € N.

(8) Se X c Ny tal que 1 € X e s(X) C X, ouseja, n € X = s(n) € X,
segue que X = N.

O axioma (3) é chamado de Principio de Indugdo Finita, sendo esse base,
principalmente, para a demonstracao de teoremas sobre nimeros naturais.
Este método é conhecido como Método de Indugao Finita (ou Recorréncia)
e ele é enunciado como a seguir:

“Se uma propriedade P vale para o numero 1 e se supondo que P é valida

ra 0 numero n resu u 5 vali mbém par ucessor s(n n
ara o ero n resulta que P é valida também para o sucesso de n,
entao, P é valida para todos os ntimeros naturais.”

Os axiomas de Peano podem ser reescritos numa linguagem mais simples
cOmo a seguir:

(1’) Todo niimero natural tem um sucessor, que ainda é um nimero natural.
Ntumeros naturais diferentes tem sucessores diferentes.

(2’) Existe um tnico nimero natural 1 que nao ¢ sucessor de nenhum outro
numero natural.

(3’) Se um subconjunto de nimeros naturais contém o nimero 1 e contém
também o sucessor de cada um dos seus elementos, entao, esse conjunto
contém todos os nimeros naturais.

Veja um exemplo.

Exemplo 1.1.1 Prove que para todo n € N temos que s(n) # n.



Solugao:  Pelo Axioma (2) de Peano, temos que 1 # s(n), para todo
n € N. Logo, 1 # s(1). Agora, suponha que n # s(n) (Hipétese de Indugao).
Assim como s é injetiva, segue que s(n) # s(s(n)) e, consequentemente,
a propriedade também é vélida para o sucessor de s(n). Portanto, pelo
principio da induc¢ao finita, seque que n # s(n), Vn € N. [ |

Agora vamos definir duas operagoes para os numeros naturais: a Adicdo e
a Multiplicacdo. Assim, temos que no conjunto N dos ntimeros naturais sao
definidas duas operagoes fundamentais, que sao apresentadas a seguir.

Adicio: +: NxN — N
1ao: (m,n) — m+n
L NxN — N

Multiplicacao: (m.n) — men

Para estas operagoes sao assumidas as seguintes identidades (definigao):
e s(m)=m+1;
o s(m+n)=s(m)+n=m+s(n)=m+n+1;
e m-1=m;
em-(n+1)=m-n+m.

Com essas definicoes podemos estabelecer algumas das propriedades conhe-
cidas dessas operacoes como, por exemplo, a associatividade e a comutativi-
dade, como apresentaremos a seguir.

Teorema 1.1.1 Sejam a,b e ¢ numeros naturais. Entao, para a operacao
de adig¢ao valem as sequintes propriedades:

a) A adi¢ao € Associativa, ou seja,

(a+b)+c=a+ (b+0c).

b) A adigao é Comutativa, ou seja,

at+b=>b+a.

c¢) Para a adi¢do vale a Lei do Corte, ou seja,

a+c=b+c=a=0.

Demonstracao:

a) Provemos por inducdo finita. Para o caso ¢ = 1 e das identidades da
definigdo da adigao, segue que (a +b) +1 = a+ (b+ 1) e, por isso, a
propriedade é valida para o caso ¢ = 1. Suponha agora que a propriedade
seja vélida para ¢ (hipdtese de indugao), ou seja, (a+b)+c=a+ (b+c).
Assim, para o sucessor s(c) de ¢, temos que:

(a+b)+s(c)=(a+b)+(c+1)=
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= (a+b)+(c+1)=((a+b)+c)+1 (vale paraocaso ) =1 =
= ((a+b)+c)+1=(a+ (b+c))+ 1 (hpétese de inducao) =
= (a+(b+c¢)+1=a+((b+c)+1) (vale para o caso ) =1 =
=a+((b+c)+1)=a+(b+ (c+1)) (vale para o caso ) =1 =
=a+ b+ (c+1)=a+ (b+ s(c)).
Portanto, como a associatividade é valida para ¢ = 1 e, supondo que ela
vale para ¢, ela continua sendo vélida para o sucessor s(c) de ¢, segue

do Principio da Inducao Finita, P.I.F., que a propriedade associativa é
valida para todo ¢ € N, ou seja,

(a+b)+c=a+ (b+c), para todo a,b,c € N.

Para provar a comutatividade, vamos iniciar demonstrando que a comu-
tativa vale para o caso b = 1, ou seja, que a+1 = 1+ a, para todo a € N.
Facamos por inducao.

Para a = 1, seque claramente que 1 +1 = 1 + 1 e, por isso, a proprie-
dade vale quando a = 1. Suponha que a propriedade seja valida para a
(hipdtese de indugao), ou seja, que a + 1 = 1 + a. Assim, para o sucessor
s(a) de a temos que

l+s(a)=1+(a+1) =

=14+ (a+1)=(1+a)+1 (associatividade) =
= (14+a)+1=(a+1)+1 (hipdtese de indugao) =
= (a+1)+1=s(a)+ 1 (hipétese de indugao).
Portanto, como a propriedade é valida para a = 1 e, supondo que ela seja

valida para a, ela também continua véalida para o sucessor de a, segue do

P.I.F., que
a+1=1+a, paratodo a € N.

Consequentemente, a comutativa é uma propriedade valida para b = 1.
Agora, é preciso provar o caso para o sucessor de b. Para isso, suponha
que a+b = b+ a (hipdtese de indugao). Assim, para o sucessor s(b) de b,
temos que

a+sb)=a+(b+1)=

=a+ (b+1)=(a+b)+1 (associatividade) =
= (a+b)+1=(b+a)+1 (hipdtese de indugao) =
= (b+a)+1=>b+ (a+1) (associatividade) =
=b+(a+1)=b+(1+a) (vale para 1) =
= b+ (14+a)=(b+ 1)+ a (associatividade) =
= b+1)+a=s(b)+1



e, por isso, a propriedade vale para o sucessor de b. Portanto, como a
propriedade comutativa é valida para b = 1 e, supondo que ela vale para
b, a propriedade continua sendo valida para o sucessor b, segue do P.I.F.
que a comutatividade vale para todo b, ou seja,

a+b=0>b+ a, para todo a,b € N.

c¢) Para a lei do corte, sabendo que a+ 1 é o sucessor de a, b+ 1 é o sucessor
de b, e como a + 1 = b+ 1, segue que a = b, pois nimeros naturais com
0S mesmos sucessores sao iguais. Portanto, a propriedade é vélida para
c =1, isto é,
a+1l=0+1=a=b.

Agora, suponha que seja vélido para ¢ (hipétese de indugao), ou seja,
a+c=0b+c= a=0>. Assim, para o sucessor s(c) de ¢, temos que

a+s(c)=b+s(c)=a+(c+1)=b+(c+1)

a+(c+1)=b+(c+1)= (a+c)+ 1= (b+c)+1 (pela associatividade)
(a+c)+1=(b+c)+1=a+c=>b+c (vale para 1)

a+c=0b+c= a="> (hipétese de indugao).

Portanto, como a lei do corte vale para ¢ = 1, e supondo que ela seja
valida para ¢, ela continua sendo valida para o sucessor de ¢, segue do
P.I.F. que a lei do corte vale para todo ¢ € N, ou seja,

a+c=b+c= a=D>, paratodo a,b,c € N.

Um teorema semelhante existe para a multiplicagao, como veremos a seguir.

Teorema 1.1.2 Sejam a,b e ¢ numeros naturais. Entao, para a operacao
de multiplicacao valem as sequintes propriedades:

a) associativa: (a.b).c = a.(b.c);

b) comutativa: a.b =b.a;

c) lei do corte: a.c =b.c=a=c;

d) distributiva em relag¢do a adigdo: a.(b+ c¢) = ab+ ac.

Demonstracao:

a) Provemos por indugao finita. Para isso, observe que para ¢ = 1 temos que
(a-b)-1=a-b (por definicao) =

=a-b=a-(b-1) (por defini¢do)



e, por isso, segue que a propriedade é véalida para ¢ = 1. Suponha que a
propriedade seja véalida para ¢ (hipétese de indugao), ou seja, que (a-b)-c =
a-(b-c). Assim, para o sucessor s(c) de ¢ temos que

(@-b)- (1) =(a-b)-c+(a-b)-1=a-(b-c)+a-(b-1) =
=a-(b-c+b)=a-(b-(c+1)).

Portanto, supondo a e b quaisquer, como a propriedade vale para ¢ = 1
e supondo que a mesma ¢ valida para c ela continua verdadeira para o
sucessor de ¢ segue do P.I.F. que a propriedade é vélida para todo niimero
natural, ou seja,

(a-b)-c=a-(b-c), para todo a,b,c € N.

Agora vamos provar a comutatividade na multiplicacao. Observe que
1-1=1-1, logo a propriedade vale para o caso a = 1. Agora, suponha
que a propriedade seja valida para a (hipétese de indugao), ou seja, que
a-1=1-a. Assim, para o sucessor de a temos que

l-(a+l)=1-a+1-1=a+1=(a+1)-1

e, por isso, a propriedade também vale para o sucessor de a. Portanto,
como a propriedade vale para a = 1 e supondo que ela vale para a ela con-
tinua sendo valida para o sucessor de a, segue do P.I.F. que a propriedade
¢ valida para todo nimero natural, ou seja, que

l-a=a-1, para todo a € N.

Consequentemente, temos que a comutativa na multiplicagdo vale para
b = 1. Agora, suponha que a propriedade vale para b, ou seja, que a -b =
b-a. Dai, para o sucessor de b, temos que

a-(b+1)=a-b+a-1=b-a+1-a=(0b+1)-a.

Assim, como a propriedade vale para b = 1 e supondo que a propriedade
¢é vélida para b ela continua valendo para o sucessor de b, segue do P.I.F.
que a propriedade comutativa vale para quaisquer ntimeros naturais, ou
seja,

a-b=0>b-a, para todo a,b € N.

Provemos a lei do corte para a multiplicacao. Para ¢ = 1 temos que
a-1=0>b-1= a=>. Agora, suponha que a propriedade seja valida para
¢ (hipétese de indugao), ou seja, que a-¢c = b-c¢ = a = b. Dai, para o
sucessor s(c¢) de ¢ temos que

a-(c+1)=b-(c+1)=a-c+a-1=b-c+b-1=a-c+a=b-c+b.
Como a-c=0b-c= a="> (pela hipdtese de indugao), segue que

a-cta=b-c+b=a+a=b+b=a=0>



e, portanto, como a propriedade é valida para ¢ = 1 e supondo que ela
vale para c ela continua sendo vélida para o sucessor de ¢, segue do P.I.F.
que a propriedade vale para todos os trios de niimeros naturais, ou seja,

a-c=b-c=a=0, para todo a,b,c € N.

d) Para ¢ =1, temos que a- (b+1) = a-b+a e da definigdo da multiplicagao
temos que a propriedade vale para ¢ = 1. Agora suponha que a proprie-
dade vale para ¢ (hipdtese de indugao), ou seja, a-(b+c¢) =a-b+a-c.
Entéo, para o sucessor s(c) de ¢ temos que

a-(b+(c+1)=a-(b+c)+1)=a-(b+c)+a-1=
=a-b+a-c+a-1=a-b+a-(c+1).

Assim, como a propriedade é véalida para ¢ = 1 e supondo que ela vale
para c ela continua sendo valida para o sucessor de ¢, segue do P.I.F. que
a propriedade vale para todo trio de niimeros naturais, ou seja,

a-(b+c)=a-b+a-c, paratodo a,b,c e N.

Agora vamos apresentar uma “Ordem” para o conjunto dos nimeros naturais
N, ou seja, estabeleceremos uma maneira de comparar dois ou mais niimeros
naturais.

Definicao 1.1.1 Considere a,b € N. Dizemos que a é Menor do que b, e
escrevemos a < b, se existe ¢ € N tal que b = a + c¢. Dizemos que a é Menor
do que ou Igual a b, e escrevemos a < b, se a < b ou a =b.

Apresentaremos a seguir algumas propriedades da ordem.

Teorema 1.1.3 Sejam a,b,c € N. Assim, a relacio de ordem “Menor do
que” possui as sequintes propriedades:

a) Vale a Transitividade, ou seja, se a < b e b < ¢, entao, a < c.

b) Vale a Tricotomia, ou seja, ocorre uma, e somente uma, das alternativas
a sequir: a =b, a < b oub < a.

c) Vale a Monotonicidade, ou seja, se a < b, entao, a+c¢ < b+ c e ac < be.

Demonstragao:

a) Se a < b, entao, existe p € N tal que b = a + p. Analogamente, se b < c,
entao, existe ¢ € N tal que ¢ = b+ ¢g. Assim,

c=bt+qg=(a+p +qg=a+(p+q).

Dai, comor =p+q € Nec=a+r, segue que a < c.



b) Se a = b, entdo, nao pode ocorrer a < b ou b < a. Dessa forma, considere
que a # b e que a < b. Suponha, por absurdo, que também seja valido
b < a, consequentemente, existe ¢ € N tal que a = b+ ¢. Dali,

a<b=b+c<beb<b+1l=b+c<b+1=c<]1,

o que é um absurdo, visto que ¢ € N. Portanto, se a < b, entao, nao vale
b < a.

c¢) Para a monotonicidade da adigao, como a < b, segue que existe p € N tal
que b = a + p. Assim, tomando ¢ € N temos que

b+c=(a+p)+c=a+(p+c)=a+(c+p)=(a+c)+p=
=b+c=(a+c)+p=>a+c<b+g,

visto que existe p € N tal que b+ ¢ = (a + ¢) + p. Agora, para a
monotonicidade da multiplicacao, observe que se a < b, entao, existe
p € N tal que b = a + p. Dali, sendo ¢ € N, temos que

b=a+p=b-c=(a+p) -c=b-c=a-c+p-c

Assim, como existe r = p-c € N tal que b-c = a-c+r, segue que a-c < b-c.

Exemplo 1.1.2 Mostre que para qualquer nimero natural n, nao existe ne-
nhum numero natural entre n e o seu Sucessor.

Solugao: Suponha que exista um numero natural p tal que ele esteja entre
algum numero natural n e o seu sucessor, ou seja, n < p < n + 1. Entao,
como n < p, segue que existe r € N tal que p = n + r. Analogamente, como
p<n+1,existe s € Ntal que n+1=p+s. Dai,

n+l=p+s=nt+l=n+r+s=1l=r+s=r<l,

o que é um absurdo, visto que r € N. Portanto, nao existe um ntmero
natural p entre qualquer niimero natural e o seu sucessor. |

Agora vamos definir o que venha a ser elemento Minimo de um conjunto de

numeros naturais.

Definicao 1.1.2 Dizemos que um numero natural p € X é o Menor Ele-
mento (ou o Elemento Minimo) do conjunto X se p <mn, para todon € X.

Exemplo 1.1.3 Observe que se X C N e se 1 € X, seque que 1 é o menor
elemento de X. Consequentemente, 1 é o menor elemento do conjunto N.

Agora vamos apresentar o Principio da Boa Ordenac¢ao, que é uma proprie-
dade muito relevante de subconjuntos de niimeros naturais.



Teorema 1.1.4 (Principio da Boa Ordenagdo): Todo subconjunto nao
vazio A C N possui um menor elemento.

Demonstracao: Seja A C N um conjunto nao vazio. Provemos que existe
ng € N tal que ng < n, Vn € A. Para isso, considere I, o conjunto
formado por todos os ntimeros naturais menores ou igual a n, ou seja, I, =

{1,2,--- ,n}.
Se 1 € A segue que 1 é o menor elemento de A. Caso contrario, como 1 & A,
considere X como sendo o conjunto dado por

X={neN|I,CN\A}L

E claro que 1 € X, visto que I; = {1} ¢ A e como A # () segue que X # N.
Assim, como 1 € X e X # N, existe n € X tal que s(n) ¢ X pois, caso
contrério, terfamos uma contradigdo com o Axioma 3 de Peano (P.I.F.).
Entao, I, = {1,2,--- ,n} C N\ A e, consequentemente, np = n+ 1 € A.
Portanto, ng é o menor elemento do conjunto A, visto que nenhum nimero
natural menor do que n, pertente ao conjunto A. |

Exemplo 1.1.4 Prove que 1 +n <2", V n e N.

Solucao: Paran = 1, segue que 1 +1 = 2 < 2! e, por isso, afirmacao é
verdadeira para n = 1. Suponha agora que a propriedade seja vélida para n
(hipétese de indugao), ou seja, que 1+ n < 2". Dali, para o sucessor de n,
temos que

I+(n+1)=24+n<24+n+n=2+2n=2(1+n) <2'.2" =27

Logo, a afirmacao também é verdadeira para o sucessor de n. Portanto, segue
do P.I.F. que a afirmacao é verdadeira para todo n € N. |

Definigao 1.1.3 Um nimero natural p # 1 € dito ser Primo quando ele ndao
pode ser escrito da forma p=m-n, com m,n € N en,m < p.

Exemplo 1.1.5 Prove que todo niumero natural ou € primo ou € o produto
de fatores primos.

Solugao: Suponha, por absurdo, que o conjunto X dos nimeros primos
ou que é o produto de fatores primos nao ¢ igual a N e, por isso, considere
Y = X¢ =N C X. Consequentemente, Y # @.

Assim, pelo Principio da Boa Ordenacao, existe um ntumero natural a € Y
que é o menor elemento de Y. Consequentemente, x < a, para todo x € X.
Como a nao é primo, existem m,n € N tal que a = m-n. Dai, comom,n € N
segue que m < a e n < a, segue que m,n € X e, por isso, a =m-n € X,
o que é uma contradigao. Como o absurdo surge ao supor que o conjunto X
formado pelos niimeros primos ou que é o produto de fatores primos nao ser
igual a N, segue que vale a proposicao. [ |



Observacao 1.1.1 No P.I.F. podemos substituir a propriedade ser vdlida
para a =1 por a =k, onde k € um nimero natural conhecido.

Exemplo 1.1.6 Prove que 2" >2n+ 1,V n € N tal que n > 5.

Solugao: Provemos que a afirmacao é verdadeira para n = 5. Para isso,
observe que 2° = 32 > 11 = 2.5 + 1. Logo, a propriedade é verdadeira para
n = 5. Agora, suponha que a afirmacao seja valida para n, com n > 5
(hipétese de indugao), ou seja, que 2" > 2n + 1. Entao, para o sucessor de
n, temos que

2" =2 2> (2n+1)-2=2n+1)+2n+1)>2n+1+2=2(n+1)+1,

Portanto, como a afirmacao vale para n = 5 e supondo que ela seja valida
paran (com n > 5) ela continua sendo verdadeira para o sucessor de n, segue
do P.I.F. que a afirmacao ¢é verdadeira para todo nimero natural maior ou
igual a cinco. n

Agora apresentaremos um principio que nos permitird estabelecer defini¢oes
por Recorréncia.

Teorema 1.1.5 (Segundo Principio da Inducao:) Seja X C N um
conjunto com a sequinte propriedade: Dado n € N, se X contém todos os
numeros naturais m tais que m < n, entao, n € X. Nessas condigoes,

X =N.

Demonstracao: Seja X um conjunto com a propriedade desejada. Definia
também o conjunto Y como sendo o conjunto complementar de X, ou seja,
Y = N\ X. Suponha, por absurdo, que Y # @&. Entao, existe a € Y que
é o elemento minimo de Y. Entao, para todo m < a, temos que m € X e,
consequentemente, das hipéteses do teorema temos que a € X, o que é uma
contradicao. Logo, Y = & e, por isso, X = N. |

Observacao 1.1.2 Observe que o “Segundo Principio da Inducdo”, que é
apresentado no Teorema 1.1.5, € uma consequéncia do Principio da Boa
Ordenacao. Ele pode ser reescrito como a sequir:

“Seja P uma propriedade relativa ao nimeros reais. Sejam m,n € N. Se
do fato de todo m < n gozar da propriedade P puder ser inferido que n goza
da propriedade P, entao, todo numero natural goza de P.”

Esse principio nos permite estabelecer as “Defini¢oes por Recorréncia”.

Exemplo 1.1.7 Seja a € N um numero fivo. Defina a funcao f : N — N
como a sequir: f(1) =a; f(n+ 1) =a- f(n). Dessa forma, temos que

e f2)=f(A+1)=a-f(1)=a-a=a%
e fB)=f2+1)=a-f(2)=a-a®=a%
e fM)=fB+1)=a-f(3)=a-a®>=a%;



ou seja, f(n) =a™. Assim, fica estabelecida, por inducao, a n-ésima poténcia
de um niumero natural a.

[
Exemplo 1.1.8 Seja ¢ : N — N a funcao dada por: ¢(1) = 1; ¢(n+ 1) =
(n+1)-¢(n). Dessa forma, temos que
o) =21,
o $(3)=3-2-1,
o p(4)=4-3-2-1,
.
ou seja, f(n) =nl. Assim, fica estabelecida, por indugdo, o fatorial de n.
[

Agora, faga alguns exercicios. Bons estudos.
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