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1.7 Continuidade de funcoes reais de varias
variaveis reais

Agora é apresentado a definicao de Continuidade para fungoes reais de vérias
variaveis reais, que tem sua ideia similar a estudada no célculo de fungoes
reais de uma variavel real, como visto a seguir.

Definicao 1.7.1 Sejam f : D C R" — R uma funcio e A € D. FEntao,
dizemos que f € Continua em A se as sequintes condicoes forem satisfeitas:

i. f(A) existe; . Ili_r& f(P) existe; iii. lim f(P) = f(A).

P—A

Se pelo menos uma dessas condi¢coes nao for satisfeita, entdao, dizemos
que f é Descontinua em A.
|

Vamos aos exemplos.

Exemplo 1.7.1 Mostre que as funcoes fi(z,y) =k, fo(x,y) = x e f3(z,y) =
y sdo continuas, para todo (a,b) € R?.

Solugao: Para fi(z,y) = k: observe que

1. f1<a7 b) = ku
ii.  lim  fi(z,y) = k (Exemplo 1.5.1);
(z,y)—(a;b)

iii.  lim fl(l‘ y) = fi(a,b).
(2.y)—(ab

)

Por isso, temos que f; é continua em todo (a,b) € R?. Para fo(x,y) =z
observe que:

i. fa(a,b) = a;
ii. lim fy(z,y) = a (Exemplo 1.5.2);
(z,y)—(a,b)

iii.  lim fz(ﬂc y) = fo(a,b).
(z,y)—(a,b

Portanto, temos que f; é continua em todo (a,b) € R?. Para f3(z,y) = v,
observe que:

1. fg(a, b) = b,

ii. " l)m% fs(z,y) = b (Exemplo 1.5.3);
y)—

iii. lim  f3(z,y) = f3(a,b).

(z,y)—(a,b)

Portanto, temos que f3 é continua em todo (a,b) € R |
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Exemplo 1.7.2 Verifique se a fungao f € continua em (0,0) sabendo que:

322y .
fay) = o ¢ @y 70,0

0, se (x,y)=1(0,0);

Solucgao: E necessério verificar as trés condicoes da Definicao 1.7.1, ou seja,
é preciso verificar se a fungao estd definida em (0,0), se o limite da fungao
existe quanto (z,y) — (0,0) e se esses dois valores sdo iguais. Assim,

i. f(0,0) =0, por isso, a func¢ao esta definida em (0, 0);

ii. Temos que 22 < 2% + y? e, por isso,

= [3y| -1 = |3y|.

3x2y x? 2?2 + 92
=" | 2 = |3y| 2 ) S |3y| 2 2
T4+ y vty ¢ +y
Assim, temos que
2
—13y| < < |3y|, se (x, 0,0
Flz,y) = !y\_ngryg_ly! (z,y) # (

Ou seja, temos que
—[3yl < f(z,y) < [3yl.

Portanto, segue do Teorema do Confronto que

0= Ilim —[3y|< lim r,y) < lim
(z,y)—(0,0) ’y’_(ﬂw)—>(0»0)f< v)

ou seja, lim x,y) = 0.
! (w,y)—>(070)f( v)

(,9)—(0,0

|3y‘ =0,

iii. Como lim f(z,y) = 0= f(0,0), segue que f ¢é continua em (0, 0).

(z,y)—(0,0)

Exemplo 1.7.3 A funcao
Y
flz,y) = { WJ se (z,y) # (0,0);

€ continua na origem? Por que?

Solugao: Temos que f(0,0) = 0, por isso, a fungao estd definida em (0, 0).
Por outro lado, segue do Exemplo 1.5.16 que lim )f(x,y) nao existe.

(2,9)—(0,0
Portanto, f néo é continua em (0, 0).

Exemplo 1.7.4 A funcao
22— g2

flzy) =4 a2 +y?’
0, se (z,y)=(0,0);

€ continua na origem? Por que?
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Solugao: Temos que f(0,0) = 0. Contudo, como visto no Exemplo 1.5.17,

temos que  lim  f(z,y) nao existe. Portanto, f ndo é continua em na
(z,9)—(0,0)

origem. |

Exemplo 1.7.5 Determine se a funcao f a sequir é continua em (0,0),
do f(x.1) ry? + 2%y
sendo f(x,y) = ————.
Yy l'2 + y2
Solugao: Temos que f nao estd definida em (0,0) e, por isso, a funcao f
nao é continua em (0,0). Contudo, observe que

2

CC k] DN Y I
x2+y2 x2_|_y2 x2+y2 —
2 2 2
+y x+y|
< fol S bl | S = 1ol 41

Ou seja, —(|z|+y|) < f(z, y) (lz[+yl) e, por isso, como —(|z|+[y[) — 0
e (Jz] + |y]) = 0 quando (z,y) — (0,0), segue do Teorema do Confronto
(Teorema 1.5.4) que

lim  f(z,y) =0.

(z,y)—(0,0)

Assim, reescrevendo a fungao como

_ [ flzy), se (z,y) #(0,0);
g(l‘,y) - { 0, se (i[),y) _ (0’0)7 )
temos que a funcao g é continua na origem. |

Como pode ser visto nos Exemplos 1.7.4, 1.7.3 e 1.7.5, existem basica-
mente dois tipos de descontinuidades: um tipo quando o limite existe e outro
quando o limite nao existe. Se o limite nao existe, entao, nenhuma mudanca
na funcao vai fazer com que a mesma se torne continua. Por outro lado, se
o limite existe, entao, podemos redefinir a fun¢ao por f(P) = Ilil)r}q flz,y) e

dessa forma, temos que a nova funcao se torna continua. Essa é a motivacao

para a préoxima definicao.

Definicao 1.7.2 Seja f : D C R — R uwma fungao tal que f nao é continua

A€ D. Se o limite Ilirri‘ f(P) existe, entdo, dizemos que f tem uma descon-
—

tinuidade Remowvivel em A. Caso o limite nao exista, entdo, dizemos que
f possui uma descontinuidade Essencial em A.

Exemplo 1.7.6 a) Nos Exemplos 1.7.3 e 1.7.4 a desiqualdade da fungao é

do tipo essencial, visto que ( 1)111% )f(x ,Y) ndo existe.
x, 0,0

b) No Ezemplo 1.7.5 é do tipo removivel, visto que lim  f(x,y) existe.

(z,y)—(0,0)
Nesse caso, redefinindo a fungao por

O A Rl

temos que a func¢ao g € continua na origem.
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3a?
c) Se f(z,y) = ol temos que g posswui uma descontinuidade do tipo
r Yy
removivel, poz’s( l)m% )f(q;,y) existe. Nesse caso, redefinindo a fun¢ao
x,y)—(0,0
por

_J fzy), se (z,y) #(0,0);
g(:z:,y)—{ 0, se (x,y)=(0,0); ’

temos que a funcdo g € continua na origem.

Teorema 1.7.1 Sejam f,g: D C R* — R duas funcoes continuas em um
ponto A € D, entdo, sao vdlidas as sequintes propriedades:

a) f+g € continua em A;

b) f-g é continua em A;
f 7 7/
c) = € continua em A, se g(A) # 0.
g
Demonstragao: Exercicio. |

Observacao 1.7.1 Uma consequéncia do Teorema 1.7.1 € que qualquer func¢ao
Polinomial p : R™ — R € continua em todos os pontos do R".
|

Definicao 1.7.3 Uma funcao f : D C R* — R € dita ser Continua numa
Bola B(A,r) C R"™ de centro A e raio v > 0, se ela for continua em todos
0s pontos da bola B(A,r).

|

Exemplo 1.7.7 a) Toda fungao polinomial p : R™ — R € continua em qual-
quer bola B(A,r) C R™.

2
¢ continua em qualquer bola B(A,r) C R? que

b) A funcao f(x,y) =

) A fungao f(x,y) PR
nao contenha a origem, visto que f € a dada pela divisao de duas fungoes
polinomiais cujo denominador € diferente de zero para todo (x,y) # (0,0).

1

c) A fungdo g(x,y) = 2* +y* + — € continua em todas as bolas que ndao
x

contenha pontos de abscissa zero, ou seja, em todas as bolas que nao

contenham pontos da forma (0,y) € R
|

Se uma funcao f : D C R™ — R é continua em um ponto A, segue que
f(A) existe. Assim, como Ilin}‘ f(P) existe, segue que usando a Definigao
_>

1.5.1 podemos reescrever a definicao de continuidade similar a definicao de
limite, como a seguir:
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Definicao 1.7.4 Temos que uma funcao f: D C R* — R é Continua em
um ponto A € D, quando para todo € > 0 dado, existe um § > 0 tal que
PeDel||P—A| <6 implicam em |f(P) — f(A)| <e.

|

O préximo resultado estabelece que a composicao de fungoes continuas é
também continua.

Teorema 1.7.2 Sejam f: D CR* - R eg: B CR — R funcoes tais que
f seja continua em A, g seja continua em b = f(A) e que f(D) C B. Entao,
nessas condicoes, temos que a funcdao composta go f € continua em A.

Demonstracao: Nao sera feita. |

Exemplo 1.7.8 a) A fungio f dada por f(x,y,z) = cos(x?® + y* + 2%) €
continua para todos os pontos do R3.

De fato: Temos que a funcao f pode ser vista como sendo a composicao
das fungoes

g: R — R . h : R3 — R
u +— cos(u) (v,y,2) — 22 +9y*+22"

Dessa forma, como a funcdo g, que € a fung¢do cosseno, € continua em
todo u € R e h que € uma funcdo polinomial, que € continua para todo
(x,y,2) € R?, seque que f(x,y,z) = goh(x,y,z) é continua em todo R>.
O

b) A funcdo f dada por f(x,y) =In(xy —1) é continua para todos os pontos
(z,y) € R? tais que xy — 1 > 0.

De fato: A funcao f(z,y) = In(zy — 1) pode ser vista como sendo a
composicao das funcgoes

g: Ry —» R h: R?® — R
e :
u o~ In(u) (x,y) — ay—1

s

Como a funcao g, que € a funcao logaritmica natural, € continua para
todo mumero real positivo e a fungao h, que € uma func¢ao polinomial, €
continua para todo o R?, seque que f(x,y) = go h(x,y) é continua em
todos os pontos do R? para os quais tenhamos xy — 1 > 0. 0

1

c) A fungao f dada por f(z,y) =

(z,y) € RZ\ {(0,0)}.

¢ continua para todos os pontos

De fato: A funcao f(z,y) = —— pode ser vista como sendo a
+
composicao das funcgoes

g: R+ —
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Como a funcao g, que é continua para todo numero real positivo, a fun¢ao
h, é continua para todo R? (fungdo polinomial) e h(z,y) > 0 (para todo
(z,y)), seque que f(x,y) = goh(x,y) é continua em todos os pontos do R*
para os quais tenhamos x> +y? # 0, ou seja, para todo (x,y) € R*\{(0,0)}.
O

Exemplo 1.7.9 Determine todos os pontos do R? para os quais a funcio f
¢ continua, sendo f a funcao dada por
1

Vi 4+ y? —25

Solugao: Considere g : R, — R a funcao dada por

f(xvy) =

Entao, temos que a funcao g é continua em todo u € R tal que u > 0.
Considere também a fungao h : R® — R dada por

h(z,y) = 2* +y* — 25.

Assim, temos que a funcao h ¢ continua em todo R%. Dessa forma, temos
que a fungao f fica dada pela composigao f(z,y) = g o h(z,y) e, por isso, f
é continua em todo (z,y) € R? tal que 2% +y*—25 > 0, ou seja, f é continua
em

D = {(z,y) € R*2* +y* > 25}.

O resultado a seguir relaciona continuidade com caminhos, ou seja, se uma
funcao é continua, entao, ela serd continua sobre qualquer caminho contido
no seu dominio.

Teorema 1.7.3 Sejam f: D C R" — R uma funcao ey : I C R — R"™ um
caminho tal que y(t) € D, para todo t € 1. Se vy for continua em ty € I e f
for continua em (ly), entao, a composta g(t) = f(y(t)) € continua em t.

Demonstracgao: Exercicio. |

Exemplo 1.7.10 Determine se a fun¢ao f a sequir € continua em (0,0),
sendo 2y
se (x, 0,0);
fay) =1 7y (z,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0)

Solugao: Temos que se f for continua em (0, 0), segue que f serd continua
sobre todo caminho que contenha a origem. Dessa forma, como

: ot ]
segue que f nao é continua em (0,0). [ |

Agora faga alguns exercicios propostos. Bons estudos.......
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1.8 Exercicios

Exercicio 1.8.1 Determine todos os pontos onde cada uma das fungoes a

sequir sao continuas.
ZEZ

y—1
1

T —y

i1.) f(z,y) = sen (%),

w.) f(x,y) =In(zy®);

i.) f(z,y) =

ii.) f(x,y)

)

4%y + 31°
v.) flz,y) = W;
. Sry® + 2y
vi.) fz,y) = m;

vii.) f(z,y) = In(25 — 2% — ).

viii.) f(x,y) = arccos(x + y);

i$.) f(l’, y) =

0 se

0 se

(]
z.) f(%y) = xQ——y?—ll;
. T
IZ) f(x7y): \/4x2+9y2—36’
) 22 +y2
zii.) f(x,y) = m}.

ziii.) f(x,y) = arcsec(zy);,

ziv.) f(z,y) = In(z? +y*> —9) — In(1 —
2% — y?);
zv.) f(x,y) = arcsen(z + y) + In(zy);

zvi.) f(x,y) = arcsen(zy);
J— xz .
Va2 + 2 +22 =1

zvii.) f(x,y, 2)

wiii.) f(x,y,2) =1n(36 —42? —y* —92%);

se (,y) # (0,0)

se (z,y) # (0,0)

se (z,y) # (0,0)
0 se (

45



Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

sen(z + y)
zwv.) f(z,y) = Tty se :B—l—y#O;
1 se x+y=0
2 _ .2
; TV e xFy
zvi.) f(x,y) = Ty :
r—y se r=y
3ryz ( ) £ (0,0,0)
zrvii.) f(z,y,2) =< a2+ y? + 22 se (1,Y,% , 0,
0 se (2,y,2) = (0,0,0)
ey 0,0,0
wwviii) f(1,y,2) = 24P+ 2 (x,y,2) # (0,0,0)
0 se (z,y,2) =(0,0,0)

Exercicio 1.8.2 Em cada item abaizo, temos que a funcao é descontinua na
origem, pois f(0,0) ndo existe. Determine se a descontinuidade € removivel
ou essencial. Para cada item onde a descontinuidade é removivel, redefine a
funcao f de modo que ela seja continua na origem.

) H@) = ) fla) = s

) S = P Jey) =220 =,

) fen=rmsen (s g ey - L2
d) f(x,y) = % h) flx,y) = %42"32

Exercicio 1.8.3 Sejam f : D C R* - R, g,h : E C R — R fungoes
tal que f(g(P),h(P)) € D, para todo P € E. Mostre que se g e h forem
fungoes continuas em A e f for continua em (g(A), h(A)), entao, a composta

f(g(A),h(A)) serd continua em A.

Exercicio 1.8.4 A funcao G € definida por

2?2 +4y% se P +4y P #5
G(x,y)—{ 3 se x?+4y*>>5H

Mostre que G € continua em todos os pontos do R?, exceto aqueles sobre a
elipse % + 4y* = 5.
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