1.4 Conjuntos Enumeraveis

A nogao de Conjuntos Enumerdveis estéd ligada a possibilidade de fazer um
tipo de contagem dos elementos desses conjuntos, ou seja, a existéncia de
uma relagao biunivoca entre esse conjunto e o conjunto dos nimeros naturais,
como apresentado na definicao a seguir.

Definicao 1.4.1 Um conjunto X é chamado de Enumerdvel quando ele é
finito ou quando existe uma bijecao f : N — X. Nesse caso, dizemos que f
¢ uma Enumeragao (ou uma Contagem) dos elementos de X .

Seja X um conjunto enumeravel e seja f : N — X uma bijecdo. Assim
escrevendo f(1) = xy, f(2) = xg, -+, f(n) = z,, -+, segue que o conjunto
enumeravel X pode ser reescrito na forma

X:{x17([;27... 7I'n7...}'

Definicao 1.4.2 Uma Sequéncia é qualquer funcao S : N — R, onde R € o
congunto dos niumeros reais.

Exemplo 1.4.1 a) O conjunto dos nimeros naturais N é enumerdvel.

De fato: A funcdo f: N — N dada por f(n) = n € uma bijecdo e, por
1550, N € enumerdavel. 0

b) O conjunto dos niumeros naturais pares P = 2N é enumerdvel (Ezemplo
1.3.2).

¢) O conjunto dos nimeros naturais impares I = N\2N ¢ enumerdvel (Exem-
plo 1.3.2).

d) Qualquer sequéncia S : N — R, dada por S(n) = (an)neny = (a1,a2, -+ ,ap, - -

¢ um conjunto enumerdvel.

e) O conjunto dos nimeros inteiros Z. é enumerdvel.

De fato: Tome a funcao f : N — Z dada por

f(n) = (n+1)/2, se n for impar
| —n/2+1, se n forpar

Entao, f € uma bijecao entre N e Z (prove) e, portanto, 7 € enumerdvel.
O

|
De uma forma mais geral, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.4.1 Todo subconjunto X C N é enumerdvel.
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Solugao: Se X C N é finito, entao, por definicao, X é enumeravel. Caso
contrario, considere 1 € A; = X o menor elemento do conjunto X, elemento
esse que existe devido ao Principio da Boa Ordenacao. Agora, considere
9 € Ay = Ay \ {21} = X \ {1} o0 menor elemento do conjunto As. Depois,
considere z3 € Ay = Az \ {2} = X \ {z1, 22} 0 menor elemento do conjunto
Aj e assim por diante. Dai, de uma forma geral, considere

Tn € Anfl \ {anfl} =X \ {xla Loy 7':(;7171}7

o menor elemento de A,. E importante observar que A, # @, visto que

X ¢ infinito e, além disso, 1 < x93 < -+ < x, < ---. Portanto, podemos
reescrever X por X = {xy, 29, ,x,, - }.
De fato: Suponha que X # {zy,29, -+ ,2,, - }. Entdo, temos que existe

algum x € X tal que  # x;, para todo i € N. Entao, temos que z € A,
para todo n € N e, consequentemente, x; < x, para todo ¢ € N, ou seja,
temos que X ¢ limitado e, segundo o Corolario 1.2.5, temos que X ¢ finito,
o que é uma contradicao. O

Portanto, X é um conjunto enumeravel, o que termina a demonstracao do
resultado. [ |

Corolario 1.4.1 Seja f: X — Y wuma fun¢ao injetiva. Se Y é enumerdvel,
entao, X também €. Em particular, todo subconjunto de um conjunto enu-
merdvel € enumerdvel.

Demonstracao: Como Y é enumeravel, existe uma bijecao ¢ : N — Y.
Assim, do diagrama

x—t.y

h_@lofl /

N

temos que h = ¢t o f : X — h(X) C N é uma bijegao, visto que h ¢ a
composicao de duas fungoes injetivas definida sobre a sua imagem. Logo,
segue do Teorema 1.4.1 que h(X) é enumeravel e, consequentemente, temos
que X é enumeravel. Em particular, se X C Y, considere h : X — Y,
dada por h(x) = z, para x € X (a fun¢do de inclusdo), entdo, temos que
h: X — h(X) CY é uma bijegao e, consequentemente, X é enumeravel. B

Corolario 1.4.2 Seja g : X — Y uma funcao sobrejetiva. Se X € enu-
merdvel, entao, Y também é.

Demonstracao: Defina uma funcao f da seguinte forma: como g é sobre-
jetiva, para cada y € Y, escolha um z = f(y) € X tal que y = g(x). Assim,
temos uma aplicagdo f : Y — X tal que g(f(y)) = v, para todo y € Y.
Assim, temos que f estd bem definida e, além disso, temos que f é injetiva.
Entao, segue do Corolario 1.4.1 que Y é enumeravel. |

Agora vamos mostrar que o produto cartesiano de conjuntos enumeraveis
também é enumeravel. Isso vai nos permitir mostrar que o conjunto dos
Numeros Racionais Q também é enumeravel.

20



Corolario 1.4.3 O produto cartesiano de dois conjuntos enumerdveis é também
um conjunto enumerdvel.

Demonstracao: Se X e Y sao dois conjuntos enumeraveis, entao, existem
bijecoes e, consequentemente, sobrejegoes f : N — X e g: N — Y. Dai, a
fungao ¢ : N x N — X x Y dada por ¢(m,n) = (f(m), g(n)) é sobrejetiva.

De fato: Para cada (p,q) € X xY, temos que p € X e, por isso, existe m € N
tal que f(m) = p. Analogamente, para cada (p,q) € X xY, temos que ¢ € Y
e, por isso, existe n € N tal que g(n) = ¢. Assim, para cada (p,q) € X x Y,
temos que existe (m,n) € N x N tal que p(m,n) = (f(m),g(n)) = (p,q) e,
por isso, ¢ é uma funcao sobrejetiva. Il

Do Corolario 1.4.2 temos que se N x N for um conjunto enumeravel, sendo ¢
sobrejetiva, segue que X x Y é enumeravel. Portanto, basta provarmos que
N x N é um conjunto enumeravel.

Para provar que N x N é um conjunto enumeravel, tome a funcao ¢ : NxN —
N dada por ¢(m,n) = 2™ - 3". Assim, pela unicidade da decomposigao de
um numero em fatores primos, temos que ¢ é injetiva e, consequentemente,
do Corolario 1.4.1, segue que N x N é enumeravel. |

Uma consequéncia desse resultado é apresentada no exemplo a seguir.
Exemplo 1.4.2 O Conjunto dos Niumeros Racionais Q € enumerdvel.

Solugao: O conjunto dos nimeros racionais Q é o conjunto formado por
todas as fracoes, ou seja, ele é dado por

Q:{%;mGZenEN}.

m

Considere a fungao ¢ : Z x N — Q dada por ¢(m,n) = —. Como a fungao
n

¢ é sobrejetiva e o dominio da ¢ é o produto cartesiano de dois conjuntos

enumeraveis (consequentemente enumeravel), segue do Corolario 1.4.2 que Q

¢ um conjunto enumeravel. |

Observacao 1.4.1 FExistem outras maneiras de mostrar que o conjunto dos
numeros racionais € enumerdvel como, por exemplo, colocando todos as fracoes
em fila. Para exemplificar uma forma de se fazer isso, vamos fazer uma lista
com as fragoes positivas.

O procedimento ¢é descrito a sequir: Na primeira linha, escreva todas as
fracoes de numerador igual a 1, na sequnda linha, escreva todas as fracoes
de numerador igual a 2, na terceira linha, escreva todas as fracoes de nu-
merador iqual a 3, e assim por diante. Ou seja, na n-ésima linha, escreva
todas as fragoes de numerador igual a n. Dessa forma, todas as frag¢oes po-
sitivas estarao dispostas nessa tabela. Em zig-zag vai percorrendo por todas
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as fracoes, como ilustrado no diagrama a sequir
1 1 1 1 I ...
1/2/3/4/5/
2 2 2 2
/2/3/4/5/
3 3 3 3
/2/3/4/5/
4 4 4 4 4

1/2/3/4/5

=W <— N

Retirando todas as fragcoes de valores que jd tenham aparecido na listagem,
temos que todas as fragoes estao relacionadas com os nimeros naturais, dessa
forma, temos a sequinte listagem das fragoes

1 112
1a_72737_7_7_7"' .
2 3°4°3
De maneira andloga, € possivel contar os elementos do Q_ e, portanto, po-
demos conclui que Q é enumerdvel, visto que Q = Q. UQ_ U {0}.

A ideia de produto cartesiano pode ser estendida a uma quantidade enu-
meravel de conjuntos enumeraveis, como sugere o corolario a seguir. A de-
monstracao desse resultado ¢ feita por inducao e é deixada como exercicio.

Corolario 1.4.4 A reuniao de uma familia enumerdvel de conjuntos enu-
merdveis € também um conjunto enumerdvel.

Demonstragao: Exercicio. |
Dos resultados anteriores podemos chegar a uma pequena conclusao: “O

enumerdvel é o menor dos infinitos”.

Corolario 1.4.5 Todo conjunto infinito possui um subconjunto infinito enu-
merdvel.

Demonstracao: Exercicio. |

A pergunta natural agora é: ”Sera que todo conjunto infinito é enumeravel; ‘.
A resposta serd dada com o exemplo a seguir.

Exemplo 1.4.3 Seja S o conjunto de todas as sequéncias da forma s : N —
{0,1}.

Afirmacgao: Nenhum conjunto enumerdvel X = (s1,82,+++ ,8p, ++) C S €
tgual a S.

De fato: Suponha que X = S. Dai, considere o elemento s* € S dado por:
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o s*(1) =0, se s1(1) =1 e s*(1) =1, caso contrdrio.
o 5*(2) =0, se s52(2) =1 e s*(2) =1, caso contrdrio.

o 5*(3) =0, se s3(3) =1 e s*(3) =1, caso contrdrio.

Ou seja, considere que a n-ésima coordenada de s* tenha valor diferente

dan-ésima coordenada do elemento s,, da sequéncia X = (s1, 82, ,Sp,

S, para todo n € N.

Logo, a sequéncia s* nao é um elemento de X, visto que s* # s;, para todo
S; C X. O

Portanto, S nao pode ser um conjunto enumerdvel.
|

Vimos que existem conjuntos que nao sao enumerdaveis. FEsses conjuntos
comecaram a ser estudados no proximo capitulo. Agora, faca os exercicios
relativos a esse capitulo. Nao se esqueca de completar os detalhes que ficaram
de exercicio até aqui. Isso pode lhe ajudar muito. Bom trabalho.
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