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1.23 Maximo e Minimo de Funcoes reais de
mais de uma variavel

Uma importante aplicagao da derivada de fungoes reais de uma variavel real
estava relacionada com o estudo de valores Eztremos de funcoes. Agora,
construiremos ideias semelhantes para fungoes reais de varias variaveis. Para
isso, vamos as definicoes de Ezxtremos Globais.

Definicao 1.23.1 Dizemos que uma funcao f : D C R* — R tem um ponto
de Mdazimo Global (ou de Mdzimo Absoluto) num disco B(A,r), de centro
A € D e raior >0, se existir um ponto P € B(A,r) tal que f(P) > f(X),
para todo X € B(A,r). Nesse caso, f(P) € dito ser o Valor Mdzimo Global
(ou o Valor Mdzimo Absoluto) de f em B(A,r).

Definicao 1.23.2 Dizemos que uma func¢ao f : D C R* — R tem um ponto
de Minimo Global (ou de Minimo Absoluto) num disco B(A,r), de centro
A € D e raior >0, se existir um ponto P € B(A,r) tal que f(P) < f(X),
para todo X € B(A,r). Nesse caso, f(P) € dito ser o Valor Minimo Global
(ou o Valor Minimo Absoluto) de f em B(A,r).

Definicao 1.23.3 Dizemos que uma funcao f: D C R* — R tem um ponto
Eztremo Global (ou Extremo Absoluto) num disco B(A,r), de centro A € D
e rato r > 0, se f possuir um ponto de mdzimo global ou de minimo global

em B(A,r).
Veja alguns exemplos.

Exemplo 1.23.1 1. Seja f : R? = R a funcao dada por f(x,y) = x2+y>.
Entao, como

f(z,y) > 0= f(0,0), para todo (z,y) € R?,

seque que (0,0) € um ponto de minimo global de f em R2. Observe
também que f ndao possui ponto de mdrimo absoluto em R?, visto que
lim f(z,y) = 400 quando x — +00 ou y — +00.

2. Seja g : R?* — R a funcdo dada por g(x,y) = cos(x?+y?). Entdo, como

—1 < g(z,y) <1, para todo (z,y) € R?,

seque que —1 € o valor de minimo global de g e 1 € um valor de mdximo
global de g em R2.

Exemplo 1.23.2 Seja h(x,y) = 2x—y e seja R o conjunto delimitado pelas

condicoes x > 0,y >0, x <y ex+y < 3. Estude f com relagao aos seus
valores extremos em R.
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Figura 1.30: Representagao do conjunto RN Dy do Exemplo 1.23.2.

Solugao: Analisemos o comportamento da fungao em relacao as suas curvas

de nivel. Observe a Figura 1.23.

Considere as curvas de nivel que passa por cada um dos vértices que define

a regido R, ou seja, que passa nos pontos A = (0.0,0.0), B = (0.0,3.0) e
33

C= <§, 5) Dessa forma, como f(A) =0, f(B) = -3 e f(C) = 1.5, segue

que as curvas de nivel ficam dadas por:

e a curva de nivel que passa pelo ponto A: 2x — y = 0;

e a curva de nivel que passa pelo ponto B: 20 —y = —3; ¢

3
e a curva de nivel que passa pelo ponto C: 2z — y = 5

Dessa forma, temos que as curvas de nivel sao retas paralelas que passam
por cada um dos vértices. Mostremos que o ponto B é um ponto de minimo
global e que C' é um ponto de maximo global.

De fato: Observe que:

flay) = f(B)=Q2z—y)—(-3)=3z+(B3—-z—-y) 20,
visto que 3x > 0 e 3 —xz —y > 0, para todo (z,y) € R. Portanto,
f(z,y) > f(B), para todo (z,y) € R.

Além disso, temos que

3 3

fon) = 1€) = o= =5 = (2= 3 ) + e =) <0,

3 3
visto que (da Figura 1.23) z—3 <0, jadquex < 2 Viz,y) e Rex—y <0,
para todo (x,y) € R. Portanto,
f(z,y) < f(C), para todo (z,y) € R.
O |
Definicao 1.23.4 Dizemos que uma funcao f : D C R* — R possui um
valor Mdazimo Local (ou Mdzimo Relativo) no ponto A € D, se existir um

disco aberto B(A,r), de centro A e raio r > 0, tal que f(A) > f(X), para
todo X € B(A,r).
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Definicao 1.23.5 Dizemos que uma funcao f : D C R — R possui um
valor Minimo Local (ou Minimo Relativo) no ponto A € D, se existir um
disco aberto B(A,r), de centro A e raio r > 0, tal que f(A) < f(X), para
todo X € B(A,r).

Definicao 1.23.6 Dizemos que uma funcao f : D C R™ — R possui um
valor Extremo Local ( ou Extremo Relativo) num ponto A € D se [ possuir
um valor mdzimo local ou um valor minimo local em A.

De um modo simples, observe que um ponto é considerado extremo global
se ele for extremo comparado a todos os pontos do dominio e um ponto é
considerado extremo local se for possivel definir uma regiao em torno do
ponto onde ele é um extremo. Assim, todo ponto extremo global também é
um extremo local, mas a reciproca nao é verdadeira.

Agora, vamos apresentar uma condicao necessaria para um ponto ser extremo
local de uma funcao.

Teorema 1.23.1 Seja f: D C R" — R wma funcao que existe em todos 0s
pontos de um disco aberto B(A,r) C D, de centro A e raio r > 0, com f
tendo um ponto extremo relativo em A € D. Assim, se as derivadas parciais
fz: (A) existem, para todo i € {1,2,--- ,n}, entdo, teremos que f,,(A) =0,
para todo 1 € {1,2,--- n}.

Demonstracao: Provemos o teorema para o caso n = 2. Suponhamos que
f tenha um ponto maximo relativo em A. Da definicao de derivada parcial
de f em relagdo a = no ponto A = (a,b), temos que

fx(A) — lim f(va) —f((l,b)'

r—a €T —a

Como A é um ponto de maximo relativo, segue que f(x,b)— f(a,b) < 0, para
todo (x,b) € B(A,r). Dessa forma, tomando z — a™, segue que x —a > 0
e, consequentemente,

f(z,b) — f(a,b) < 0= £o(A) = [F(4) = lm fx,b) — fa,b) -

r—a z—a™t Tr—a

0.

Por outro lado, tomando © — a~, segue que z — a < 0 e, consequentemente,

f(a:,b)—f(a,b) ZOifx(A):fi(A): lim f('r7b)_f(a7b) > 0.

r—a r—a~ xr—a -

Portanto, como 0 < f,(A) < 0, temos que f,(A) = 0. O Caso onde f,(A) =0
¢é semelhante e, por isso, é deixado de exercicio. |

Agora podemos definir o que chamaremos de Ponto Critico.
Definigao 1.23.7 Seja f : D C R™ — R uma funcdo tal que f,,(A) existe,

para todo i € {1,2,---,n}. Nessas condigoes, se f.,(A) = 0, para todo
i€ {l,2,--- n}, entao, dizemos que A é um Ponto Critico de f.
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Observagao 1.23.1 a) Uma forma de reescrever a defini¢ao de ponto critico
¢ dizer que um ponto A € Dy € um ponto critico de uma fungao f: D C
R* — R se Vf(A) = (0,---,0), quando o gradiente existe.

b) O Teorema 1.23.1 estabelece uma condi¢ao necessdria para que um ponto
critico seja o extremo relativo de uma funcao f: D C R — R, mas essa
condi¢cao nao € suficiente.

c) E possivel que uma fungao tenha um extremo local num ponto onde pelo
menos uma das derivadas parciais nao existe.

d) As derivadas parciais primeiras de uma fun¢do valerem zero nao é uma
condi¢cao suficiente para que a funcao tenha um extremo local nesse ponto,
pois podem existir os Pontos de Sela (Ver Ezemplo 1.25.3).

e) O Teorema 1.23.1 nos diz que se A € lo?f C R? (A estd no interior de Dy),
entdo, se A € um € um extremo local de f, seque que o plano tangente ao
grdfico de f em A, passando pelo ponto f(A), é paralelo ao plano XY .

f) Se A e D\ bf, entdo, o Teorema 1.23.1 nao pode ser aplicado e, por
1880, esses pontos precisam ser analisados separadamente.

Exemplo 1.23.3 Dada a funcio [ : R?* — R definida por f(x,y) = 2% —y?,
verifique se f possui algum ponto extremo local.

Solugao: Observe a Figura 1.31.

Figura 1.31: Representagao do grafico da funcao do Exemplo 1.23.3.

Como f é uma funcao polinomial, consequentemente, as suas derivadas par-
clais também sdo, segue que f, f, e f, existem, para todo (z,y) € R?, sendo
que fx(x7y> =2re fy(x,y) = _2y

Como f,(z,y) =0,se x =0, e f,(z,y) =0, se y =0, segue que Vf(z,y) =
(0,0) se, e somente se, (z,y) = (0,0).

Temos que para pontos da forma (z,0) a fun¢do assume valores positivos,
visto que f(x,0) = 2> > 0 = £(0,0). Por outro lado, para pontos da forma
(0,y) a funcao assume valores negativos, visto que f(0,y) = —y* < 0 =
£(0,0). Portanto, a funcido f(x,y) = 2% — y* nao possui pontos extremos
em R?, visto que o seu tinico ponto critico ndo é ponto extremo (visto que

f(0,y) < f(0,0) < f(x,0)).
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Analisando o grafico desse hiperboloide, dado pela Figura 1.31, também po-
demos observar que a origem nao é um extremo da funcao f, visto que ele
tem forma de sela em pontos proximos a origem. |

Exemplo 1.23.4 Dada a funcao f : R?* — R definida por f(z,y) = 2%+ y>
Verifique se f possui algum ponto extremo local.

Solugao: Observe a Figura 1.32.

Figura 1.32: Representacao do gréafico da funcao do Exemplo 1.23.4.

Como f é uma funcao polinomial, consequentemente, as suas derivadas par-
ciais também sdo, segue que f, f, e f, existem, para todo (z,y) € R?, sendo
que f(z,y) =2z e fy(x,y) = 2y, logo o Teorema 1.23.1 é aplicavel.

Temos que f,(z,y) =0 2z =0e f,(z,y) =0« y = 0. Logo, (0,0) é o
tinico ponto critico de f em R2.

Como 2% > 0 e y* > 0, segue que f(z,y) = 22 +y* > 0= f(0,0), ou seja, o
ponto (0,0) é um ponto de minimo de f em R?. Portanto, (0,0) é um ponto
de minimo local de f e f(0,0) = 0 é o valor minimo local de f em R

Para visualizar graficamente, uma ilustracao do grafico da equacao z = 2% +
y?é dado na Figura 1.32. Essa ilustracao é de um paraboloide cujo eixo
vertical passa pelo ponto (0,0,0) e tem concavidade voltada para cima. W

Exemplo 1.23.5 Dada a fungio f : R* — R definida por f(x,y) = 6z —
4y — 22 — 2y?, determine se f tem algum ponto extremo local.

Solugao: Observe a Figura 1.33.

Figura 1.33: Representagao do gréfico da fungao do Exemplo 1.23.5.
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Como f é uma funcao polinomial, consequentemente, as suas derivadas par-
clais também sdo, segue que f, f, e f, existem, para todo (z,y) € R?, sendo
que fy(z,y) =6—2xe f,(z,y) = —4—4y. Logo, o Teorema 1.23.1 é aplicavel.
Temos que f,(z,y) =0 x=3e f,(r,y) =04 y=—1. Logo, (3,—1) éo
unico ponto critico de f.

Observe que f(3,—1) = 11. Além disso, temos que

(x—3)2>0 22 —6x+9>0 9 > 6x — 22
(y—(=1))2>0 v +2y+1>0 1> -2y — 1y?
> 2
29>—_i“?;_”;y2 };»9+22 (62 — 22) + (—dy — 2¢°) =

= f(3,—1) =11 > 6z — 4y — 2> —y* = f(z,y).

Portanto, (3, —1) é um ponto de maximo local de f e f(3,—1) = 11 é o valor
méximo local de f em R2.

O grafico da equacao z = 6x — 4y — 22 — 232, ilustrado na Figura 1.33, é um
paraboloide cujo eixo vertical passa pelo ponto (3, —1,11) e tem concavidade
voltada para baixo. |

E importante ressaltar que o Teorema 1.23.1 s6 pode ser aplicado a pontos
interiores ao dominio da fungao. Pontos de fronteira precisam ser analisados
separadamente, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.23.6 Dada a fun¢ao f : [0,+00[x[0,4+00]— R, definida por
f(x,y) = 2%y + 3z, determine se f possui algum ponto extremo local.

Solugao: Como f é uma fun¢ao polinomial, consequentemente, as suas
derivadas parciais também sao, segue que f, f, e f, existem, para todo
(x,y) € Dy. Além disso, temos que

fo(z,y) =22y + 3 e f,(z,y) = 2°.

Como z,y > 0, segue que f(z,y) > 0, para todo (z,y) € Dy e, por isso,
(z,y) = (0,0) é um ponto de minimo de f em Djy.

Temos também que f,(z,y) > 3 # 0, para todo (z,y) € Dy. Porém, esse
fato nao contraria as hipéteses do Teorema 1.23.1, visto que (0,0) nao esta
no interior do D;. O grafico da equagao z = z?y + 3z ¢é ilustrado na Figura
1.34.

Figura 1.34: Representagao do gréafico da fun¢ao do Exemplo 1.23.6.
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Portanto, o dnico extremo local de f é o ponto de minimo local (0,0) na
fronteira do Dy. [ |

Vamos agora buscar um resultado que nos auxilie a definir se um determinado
ponto é, ou nao, extremo de uma determinada funcao de uma maneira mais
simples, como os testes da primeira e da segunda derivada no calculo para
fungoes reais de uma variavel real. Para isso, vamos a uma defini¢ao.

Definicao 1.23.8 Seja f : D C R? — R uma fungao de classe C?. Entao,
a funcao H dada por

_ faz(7,y) fry(xay)
H(z,y) = fya(,y)  fyy(2,y)

¢ chamada de Hessiano de f.

Observagao 1.23.2 Repare que, sendo f de classe C?, seque que fu,(z,y) =
fyz(z,y) €, por isso, a matriz que define o hessiano, chamada de Matriz
Hessiana é simétrica. Consequentemente, o hessiano de uma func¢ao de duas
varidveis pode ser reescrito por

H(2,y) = foal@,9) fyy(2,9) = [foy(2,9)]"
De uma forma geral, temos a seguinte definicao.

Definicao 1.23.9 Seja f : D C R® — R wuma funcdo de classe C? e seja
X = (21,29, -+ ,x,) € D. Entao, a Matriz Hessiana de f, denotada por H,
€ a matriz dada por

fCCliFl (X> f$1$2 (X) T fﬂ:lwn (X)
ToT1 X xT2To X e Loy X
s = | T () Fom) e

Agora, vamos ao teorema que nos dara condigoes suficientes para verificar se
um determinado ponto critico, de uma funcao real de duas varidveis reais, é
um extremo local.

Teorema 1.23.2 Teste da Derivacdo Segunda: Seja f: D C R? - R
uma funcao de classe C? num disco aberto B(A,r), de centro A = (a,b) e
raio v > 0. Entao:

1. f tem um valor minimo relativo em A se H(A) > 0 e f..(A) > 0;
2. f tem um valor mdzimo relativo em A se H(A) > 0 e f..(A) <0;
3. f tem um ponto de sela em A se H(A) < 0;

4. nao se tira conclusao sobre ser étimo, quando H(A) = 0.

Demonstracao: A demonstracao desse teorema nao sera feita nessas notas.
|

Vamos a algumas aplicagoes.
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Exemplo 1.23.7 Dado a funcio f : R? — R definida por f(x,y) = 2x* +

y? — a? — 2y, determine os pontos extremos relativos de f, se existirem.

Solugao: Como f,(z,y) = 82*—2z e f,(z,y) = 2y — 2, segue que os pontos
1

criticos de f sao obtidos quando x = 0, ou x = 5 ouxr = —5 e quando
y = 1. Portanto, os pontos criticos de f sao:

A= (-5a) mwee (3)

Para aplicar o Teorema 1.23.2, como f,.(z,y) = 242 — 2, f,,(z,y) =0 =

1
fye(z,y) =0e€ fyy(z,y) =2, para o ponto A = ~3 1), temos que:
1\ 2

o frald) =24 (—5) —2— 4

o fyy(A) =2

o f.,(A)=0.
Entao, H(A) = fue(A). fuy(A)— fry(A)?* =8 > 0 e, tendo que f,,(A) =4 > 0,

1

segue do teste da derivacao segunda (Teorema 1.23.2) que A = 5 1) é

um ponto de minimo relativo.
Para B = (0,1), temos que

o [.(B) =24(0)> -2 = —2;
* fyy(B) = 2;

o f.,(B)=0;

e, por isso, como H(B) = fuu(B).fyy(B) — foy(B)? = —4 < 0, segue do teste
da derivacao segunda (Teorema 1.23.2) que B = (0, 1) é um ponto de sela.

1
Por fim, para C' = <§, 1), temos que:
1\ 2
o furlC) =24 (—) Sy

o fi(C)=2;

o f.,(C)=0;
assim, como H(C) = fu.(C).f,(C) — f2y(C)? =8 > 0, e f.(C) =4 > 0,
segue teste da derivagao segunda (Teorema 1.23.2) que C' = (1, 1) é um

2
ponto de minimo relativo.

Uma representacao do grafico da fungao f é dada pela Figura 1.35.

9 1
Portanto, f possui valor minimo local de —3’ nos pontos A = (5, 1) e

e (1) -
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Figura 1.35: Representacao do gréafico da funcao do Exemplo 1.23.7.

Exemplo 1.23.8 Dado a fungio f : R? — R definida por f(x,y) = 23 +
y> — 3x — 3y, determine os pontos extremos relativos de f, se eles existirem.

Solugao: Como f é uma funcao polinomial, segue que f é de classe C*°.
Assim, os pontos criticos de f sado obtidos quando V f(z,y) = 0, ou seja,
quando

fo(z,y) =322 —-3=0 N 2= <:>.91::j:1
fy(z,y) =3y>=3=0 1 y=+1 [

Dessa forma, temos que os pontos criticos de f sao os pontos:
A=(-1,-1), B=(-1,1), C=(1,-1)e D =(1,1).
Além disso, como fu.(z,y) = 6z, f,(2,y) =6y e fuy(x,y) =0, temos que

6z O
H(x,y)—' 0 6y ‘—36xy,V(x,y)€R2.

Dessa forma, temos que:
A)=36>0¢ f(A) =—6 <0= A éum ponto de maximo local;

—36 < 0 = B é um ponto de sela;

e H(A)
e H(B)
e H(C)=—-36 <0= C éum ponto de sela;

e HD)=36>0c¢ f(A) =6>0= D é um ponto de minimo local.

Exemplo 1.23.9 Determine as dimensoes relativas de uma caixa retangu-
lar, sem tampa, tendo um volume especifico, se desejamos usar a menor
quantidade de material em sua confecgao.

Solugao: Considere uma caixa como a apresentada na Figura 1.36,
sendo

e r = o numero de unidades do comprimento da caixa;

e y = o nimero de unidades da profundidade da caixa;
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Xz

Figura 1.36: Representacao do gréafico da funcao do Exemplo 1.23.9.

e > = o numero de unidades da altura da caixa;
e S = o numero de unidades quadradas da area da superficie da caixa;
e VV = o ndmero de unidades cibicas do volume da caixa (V' constante);

x, y e z estdo no intervalo (0, +o0). Portanto, o valor minimo absoluto de S
estd entre os valores minimos relativos de S. Considere as equagoes:

e Area total: S = xy + 2yz + 2xz;
e Volume: V = zyz.

Resolvendo a segunda equacao para z em termos das varidveis x e y e a cons-

tante V', temos que z = —, e substituindo na primeira equacao, chegamos
Yy
a:

Encontrando as derivadas parciais, primeiras e segundas, dessa equagao ob-
temos:

LOS v PS4V s
or 7 2 0z T B * 0xdy
0S8 2V 0%2S 4V

o — =1 — —; e — — ¢
dy y? oyz 3

Os pontos criticos de S sao obtidos quando 2%y — 2V =0 e ay? — 2V =0 e,
por isso, temos que z = y = v/2V. Para estes valores de z e y, temos que

928 028 925 \?
H(A) = 002 g (8:683/) =2>0.

Assim, do Teorema 1.23.9, segue que S tem um valor minimo relativo quando
3

V 2V
r =1y = +v2V. Como z = —, segue que z = 5 Portanto, a caixa
Y

de mesmo volume V' que utiliza a menor quantidade de material para ser
confeccionada tem base quadrada e altura igual a metade do comprimento
da base. [ |

Exemplo 1.23.10 Deseja-se construir uma caiza, sem tampa, com a forma
de um paralelepipedo retangular de 1m? de volume. O material a ser utilizado
nas laterais custa o triplo do que vai ser utilizado no fundo. Determine as
dimensoes da caiza que minimiza o custo do material.
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Solugao: Considere uma caixa como no Exemplo 1.23.9. Dessa forma,a
funcao custo do material, denotada por C, ficada dada por

r oy

cz1<xy)+3(2+3).

6
Os pontos criticos de C' sao obtidos quando y — — =0e x — — =0 e, por

72
1SS0, temos que

x2y:6:xy2:>x:y:\‘76.

Portanto, o tinico ponto critico de C' é o ponto A = (v/6,v/6). Para esse
ponto critico, temos que

2C *C [ 9PC\® 12 12
A) = . = =—=+—=-1>0
H(4) 0x? Oy? <8x8y) a3 * a3
e, por isso, sendo f,, = 2 > 0, segue que A é ponto de minimo de C
procurado. |

Observacao 1.23.3 a) Essa discussio de pontos extremos pode ser esten-
dida para funcgoes reais de n varidveis.

b) Um ponto critico numa fun¢do de duas varidveis é encontrado igualando
as duas derivadas parciais fy e f, a zero e resolvendo o sistema para
encontrar o valor das duas incdgnitas. Para uma fung¢do de n varidveis o
sistema terd n equagoes (formada pelas n derivadas parciais igualadas a
zero) e m incognitas.

c) No Ezxemplo 1.23.9 procuramos o minimo da funcio f(x,y,z) = xy +
2xz + 2yz, sujeitos a condi¢oes que x, y e z salisfacam a condi¢ao V =
xyz. No Exemplo 1.23.7 procuramos extremos relativos de f para o qual
flx,y) =22 +y? — 2% — 2y.

Esses dois exemplos sao distintos, porque mo primeiro caso temos uma
condi¢ao adicional, chamada de uma Restricio (ou Condi¢ao Lateral).
Problemas com restri¢oes sao chamados de Problemas Condicionados ou
Problemas Restritos e, 0s extremos encontrados para esses problemas sao
chamados de Extremos Condicionados, enquanto que nos Problemas Ir-
restritos encontramos os Extremos Livres.

Alguns problemas podem, ou nao, possuirem extremos absolutos. Porém, se
a fungao for definida numa bola fechada e limitada sempre é possivel garantir
que a funcao assume valores maximos e minimos absolutos nessa bola. Esse
teorema ¢ conhecido como Teorema de Weierstrass, como enunciaremos a
Seguir.

Teorema 1.23.3 (Teorema de Weierstrass:) Seja f : D C R* — R
uma func¢ao continua definida em todos os pontos de algum conjunto com-
pacto D. Entao, existe, no minimo, um ponto em By, onde f assume valor
mdximo absoluto e, no minimo, um ponto em By onde f assume um valor
minimo absoluto.
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Demonstragao: Sera omitida. ]

Vamos a algumas aplicagoes.

Exemplo 1.23.11 Determine os extremos absolutos da fun¢ao f(x,y) =
23 4+ 3 — 3w — 3y, sujeito a R={(z,y) e R} 0< 2 <2 eyl <2}
Solugao: A funcao f(z,y) = 2% +y* — 3x — 3y é uma fungao polinomial e,
por isso, ela existe para todo (z,y) € R. Os pontos criticos de f sdo obtidos
de fx('xay> =0e fy(x>y> = 07 ou Sejaa

322 -3=0 N =1 N r ==l
32 —3=0 yr=1 y==+1
Portanto, os pontos criticos de f sao dados por (—1,—-1), (—1,1), (1,—1) e

(1,1). Como (—1,—1) € Re (—1,1) € R, os unicos pontos criticos de f no
interior de R sao os pontos

A=(1,-1)e B=(1,1).

Agora, analisemos os pontos da fronteira. Observe a regiao R, apresentada
na Figura 1.37.

Figura 1.37: Representacao do conjunto RN Dy do Exemplo 1.23.11.

Temos quatro regioes que precisam ser analisadas, ou seja, cada um dos
segmentos de retas que formam a fronteira, que sao dados por:

. 2=0e-2<y<2; . y=-2e0 <2 <2

II. z=2e -2<y <2 IV.y=2e0< 2z < 2.

Facamos a andlise de cada um desses segmentos em separado. Assim,

I. Como x = 0 nesse segmento, podemos considerar a funcao hi(y) =
f0,y) = v* — 3y. Assim, h}(y) = 3y* — 3 e, consequentemente, os
pontos criticos de hy sao obtidos com x =0, y = 1 e y = —1, ou seja,
sao os pontos C' = (0,1) e D = (0, —1). Além disso, é preciso considerar
os pontos de fronteira £ = (0, —2) e F' = (0, 2) na andlise de extremos
do segmento de reta EF.

II. Como = = 2 nesse segmento, podemos considerar a fun¢ao hs(y) =
f(2,y) = y® — 3y + 2. Assim, hh(y) = 3y? — 3 e, consequentemente,
os pontos criticos de hy sao obtidos com x =2, y =1e y = —1, ou
seja, sao os pontos G = (2,1) e H = (2,—1). Além disso, é preciso
considerar os pontos de fronteira I = (2,—2) e J = (2,2) na anélise de
extremos do segmento de reta I.J.
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ITI. Para o segmento E 1, s6 precisamos analisar os pontos interiores do seg-
mento, visto que os extremos ja foram considerados nos casos anteriores.

Dai, como y = —2, considere a fungao g;(z) = f(z,—2) = 2* — 3z — 2.
Assim, gj(x) = 32? — 3 e, consequentemente, os pontos criticos de ¢;
ocorre quando x = 1 e y = —2, ou seja, é o ponto K = (1, —2).

IV. Para o segmento F.J, sé precisamos analisar os pontos interiores do seg-
mento, visto que os extremos ja foram considerados nos casos anteriores.
Dai, como y = 2, considere a fungio gs(z) = f(z,2) = 2 — 3z + 2. As-
sim, g4(x) = 3223 e, consequentemente, os pontos criticos de g, ocorre
emz =1ey =2, ouseja, é o ponto L = (1,2).

Como f(z,y) = 2% + y* — 3z — 3y, segue que os candidatos a extremo da
funcao f sao:

o f(A)=[(1,-1)=0; o f(G)=/(2,1)=0;

o f(B)=[f(1,1) =—4 o f(H)=[(2,-1)=4
o f(C)=[(0,1) = =2 o fI)=f(2,-2) =0;

e f(D)=f(0,-1)=2; o f(J)=f(2,2) =4;

o f(E)=f(0,-2) = -2 o f(K)=/f(1,-2)=—4
o f(F)=/(0,2)=2; o f(L)=/(1,2)=0;

Portanto, como f é continua e R é um conjunto compacto, segue que Teorema
de Weierstrass que a fungao assume valor maximo e minimo absoluto em R.
Como 4 é o maior valor que a funcao f assume em R, segue que [ assume
valor maximo absoluto nos pontos H e J. Além disso, como —4 é o menor
valor que a fungao assume em R, segue que f assume valor minimo nos pontos
BeK.

Uma representagao do grafico da fungao f, sujeita a regiao R, é dada pela
Figura 1.38. ]

Figura 1.38: Representacao do grafico da funcao do Exemplo 1.23.11.

Exemplo 1.23.12 Uma empresa fabrica dois tipos de lampadas. Os fabri-
cantes determinaram que se x lampadas dos primeiro tipo e y lampadas do
sequndo tipo forem fabricadas, cada uma delas poderd ser vendida pelos va-
lores (100 — 2z) e (125 — 3y), respectivamente. O custo de fabricag¢do de x
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lampadas do primeiro tipo e y lampadas do sequndo tipo é de (12x+11y+4xy).
Quantas lampadas de cada tipo devem ser produzidas para que ele obtenha o
lucro mdzrimo?

Solugao: O valor obtido com a venda de qualquer mercadoria é dado
pelo produto da quantidade vendida com o valor de venda. Dessa forma,
para lampadas do primeiro tipo o valor recebido pela venda é (100 — 2z),
enquanto que o valor obtido com a venda das lampadas do segundo tipo é
y(125 — 3y).

Assim, se f(z,y) for o lucro pela venda dos dois tipos de lampadas, como o
lucro é dado pelo valor recebido menos o custo, temos que

f(z,y) = x(100 — 22) + y(125 — 3y) — (122 + 11y + 4ay) =

= —22% — 3y® + 88z + 114y — 4day.
Além disso, como x e y representam o nimero de lampadas, é natural supor

que x > 0 ey > 0. Além disso, como o valor de venda nao pode ser negativo,

125
segue que (100 —2z) > 0 e (125 — 3y) > 0, ou seja, < 50 e y < 5

Portanto, a regiao de busca R, que é um conjunto compacto, fica dada por
125
R:{(x,y)€R2;0§x§5060§y§?}.

Uma ilustracao da regiao R é apresentada na Figura 1.23.

125 125
0, =~ 50, ——~
(0F) ()

(0,0) (50,0)

Figura 1.39: Representacao do conjunto RN Dy do Exemplo 1.23.12.

Encontremos os pontos criticos de f no interior da regiao R. Para isso,

fuolz,y) =0 Az 88— 4y =0
{fy(m,y):() <~ —6y+114—42x=0 <
y=22—uzx y=13
@{3y:W—2x¢>{x:9

Portanto, o tinico ponto critico no interior de R é o ponto A = (9, 13). Agora,
analisemos os pontos de fronteira, dados por

I,xzoeogyg%; III. y=0e 0 <2z <50
125 125
L. 2=50e0<y<—; V. y=—e0<z<50

129



Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

Analisemos cada um dos casos em separado.

L.

IL.

I1I.

IV.

Considere a funcao hi(y) = f(0,y) = —3y* + 114y. Assim, h)(y) =
—6y + 114 e, consequentemente, o ponto critico de hy é o ponto B =

12
(0,19), com pontos de fronteira C' = (0,0) e D = (0, 75)
Considere a funcao hs(y) = f(50,y) = —3y? — 86y — 600. Assim,

hy(y) = —6y — 86 e, consequentemente, o ponto critico de hy é 0 ponto
43
E = (50,——) ¢ R.
3
Considere a fungao go(z) = f(x,0) = —222 + 88x. Assim, gj(x) =
—4x 4 88 e, consequentemente, o ponto critico de g, ocorre no ponto

125
F =(22,0), com pontos de fronteira G = (50,0) e H = (50, T)

o 236z 1375
3 3

125
Por fim, considere a fungao go(z) = f (a:, ?) = —2x

236
Assim, gh(z) = —4x — 5 T e, consequentemente, o ponto critico de g
59 125
ocorre em | = (—?, T) ¢ R.

Assim, como f(x,y) = —2x?—3y*+88x+114y—4xy, temos que os candidatos
a ponto criticos assumem os seguintes valores:

o f(A) = f(9,13) = 1137; o f(F)= f(22,0) =968;
e f(B)= f(0,19) = 1083;
o f(G)= f(50,0) = —600;
o f(C)=f(0,0) =0; =100
125 1375 125 28175
‘f(D>:f(OaT):—T; 'f(H):f<507?)=—?-

Portanto, a quantidade de lampadas de cada tipo devem ser produzidas para
que ele obtenha o lucro méaximo é x = 9 e y = 13, sendo que o valor do lucro
maximo sera de 1137 unidades monetarias.

Uma representagao do gréafico da fungao f, sujeita a regiao R, é dada pela
Figura 1.40. |

1,000

500 40

20

20
40

Figura 1.40: Representagao do grafico da funcao do Exemplo 1.23.12.
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Exemplo 1.23.13 (Método dos Minimos Quadrados): Suponha que
se deseje obter uma reta que melhor se ajusta a um conjunto de pontos dados,
digamos

S = {(xlayl)v <x27 y2)7 B (l’n, y”>}

O que se deseja € encontrar uma reta que nos indique uma relagao f(x) =y,
para que seja possivel fazer “estimativas” para valores de y em func¢ao do
valor de X de pontos nao conhecidos.

Uma reta r € dada pela expressao y = ax+b. Para cada ponto P; = (z;,y;) €
S € possivel calcular a distancia d; vertical do ponto P; a reta r, onde d; =
Y —y, ou seja, d; = y; — (az; +b). Observe que d; pode ser visto como sendo
o Erro (ou o Desvio) entre o ponto P; a reta r. Assim, a soma dos quadrados
dos desvios fica dada por

Z(di>2 = Z (yi — (az; + b))2 ;

onde a soma E (d;)* € sempre um mimero ndo negativo e, além disso,

i=1
n

Z(di)z =0 se P, € r, para todo i € {1,2,--- ,n}. Tomemos a reta para
i=1

o qual Z(di)Q ¢ minimo absoluto. Essa reta é chamada de Reta de Re-

gressao e o processo de encontrar essa reta € chamado de MMGQ - Método
dos Minimos Quadrados.

Para encontrarmos essa reta de regressao, observe que conhecemos x; e y;,
que sao constante, e na reta y = ax +b, a e b que serdo as nossas varidveis.
Assim, vamos definir uma funcdo

F(a,b) = Z(di)Q = (i — (azi +1))*.

Assim, como

n n

Fyfa,t) = 3 o i ag = b = 2 (s — (o + 1) () =

i=1 i=1

:Qi(ax?ijxi—xiyz = [aZx +bzwz szyz]
i=1
"9
m:;%@— Zz — (az; +0)) (1) =
—QZ (az; +b—y;) Z%—I—bzl—zyz]
:ZIaZn:mi—l—bn—zn:yi],
i=1 i=1

131




Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

Seque que

[aZx +bel ny]_ )
[aZxZ—I—bn—ZyZ] =0

DD TS ST
ale—i-bn—ZyZ

Da sequnda equagao temos que

Substituindo na primeira equacdo chegamos a

ZH Zyl_azlezxz ny;»
S (S0 () B (0) (54)

i=1 1=1 i=1
= q = =
§ 2 § : § : 2 § :
n
=1 =1 =1 =1

Como F ¢ de classe C? e como

F..(a,b) _2233 >0, Fpl(a,b) =n e Fy(a,b) = le,

=1

seque que

n n 2
Foq(a,b)Fy(a,b) = Fap(a,b)Fa(a,b) = 20 a7 — (Z m)
=1 =1

como serd mostrado no Capitulo ??7. Dessa forma, F' possui um ponto de
minimo, que € dado pelo seu unico ponto critico. Portanto, a reta que
apresenta o menor desvio em relagao ao conjunto de pontos S € a reta

r:y=axr+b, com

o))
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Agora, chegamos aos Multiplicadores de Lagrange. Para resolver o problema
do Exemplo 1.23.9, lembremos que encontramos uma fun¢ao f dada por
f(z,y), encontrando uma expressao para z na funcao de restricao V = zyz
e substituindo essa expressao na funcao da drea. Outra maneira de resolver
esse tipo de problema foi apresentado por Joseph Lagrange, e é conhecido
por O Método dos Multiplicadores de Lagrange. A teoria que resulta este
método envolve teoremas conhecido como Teorema da Funcao Implicita, que
estudaremos nas préximas segoes.

Teorema 1.23.4 Seja f : D C R*™ — R wma funcao diferencidvel num
conjunto aberto A e seja B = {P € A;g(P) = 0}, onde g é uma funcdo de
classe C' em A e Vg(P) # 0, para todo P € B. Uma condi¢io necessdria
para que Py € B seja um extremo local de f, em B, € que exista um niumero

real Ao, tal que

Demonstracao: Nao serd feito. |

O teorema que descreve o método dos multiplicadores de Lagrange nos diz
basicamente que: suponha que desejamos encontrar os pontos criticos de uma
fungao f de trés varidveis x, y e z, sujeitas a restricao g(z,y, z) = 0. Entéao,
devemos introduzir uma nova variavel, que vamos denotar por A, e formar
uma nova funcao auxiliar ' de quatro variaveis definida por

F(x,y,2,\) = f(x,y,2) + Ag(z,y, 2).

Assim, o novo problema a ser resolvido é o de encontrar os pontos criticos
da funcao F'.

Exemplo 1.23.14 Determine se a funcdao f(x,y) = 3x+ 2y possui extremos
com a restrigao x* +y* = 1.

Solugao: Como f(z,y) = 3z + 2y e a restrigao g é dada por 0 = g(x,y) =
2% +y? — 1, tome a funcao F' dada por

F(z,y,\) =32+ 2y + \a? +y* — 1).
Assim, temos que as derivadas parciais de F' ficam dada dor
e 0=F,(z,y,\) =3+ 2z
o 0=Fy(z,y,\) =2+ 2yX\;

o 0=F\(x,y,\) =2*+9*>—1,

: o - 3 .
Assim, da primeira equagao temos que x = _ﬁ; da segunda equacao temos
1
que y = —X; e, por isso, da terceira equacao temos
9 1 13 V13
P24y =ls——4+—==1=NN="= =+,

402 N2 4 2
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Consequentemente, temos que

P ( 3 2 ) P < 3 2 )

= T = € = T T =y T = Y
vV Vi3' V13

sdo os candidatos a extremos de f sujeitos a g em B = {(z,y) € R? g(P) =
0}, que é um conjunto compacto. Dessa forma, como f(FP) < 0 < f(P),

segue que P; é um ponto de méximo absoluto de f em R e P, é um ponto
de minimo absoluto de f em R. |

Exemplo 1.23.15 Resolva o Exemplo 1.23.9 pelo Método dos Multiplicado-
res de Lagrange.

Solugao: Usando as variaveis z, y e z e a constante V', como definida na
solucao do Exemplo 1.23.9, temos que

S(z,y,z) = xy + 2wz + 2yz sujeito a V = xyz.

Como desejamos minimizar a fungao f, sujeita a condigao que g(x,y, z) = 0,
segue que a nova funcao a ser analisada fica dada por

Fz,y,2,X) = f(2,9,2) + Ag(2, 9, 2) = 2y + 202 + 2yz + Awyz = V).

Obtendo as quatro derivadas parciais de F' e igualando a zero para obter os
pontos criticos, temos que:

(D) )

(1I) )

(IT1) F.(z,y,z,A) = 2x 4+ 2y + zyA = 0;
) )

(IvV
Assim, fazendo (1) — (I), obtemos

Fo.(z,y,z,\) =y +2z+yzA = 0;

(

Fy(x,y,2,\) = x4 2z + x2\ = 0;
(
(

(z,y,z,\) =axyz —V =0;

1
(y—x)+)\z(y—a:):0:>(y—x)(1+z)\):O:>x:you)\:—;

CASO 1 - z = y: Substituindo em (/I]), chegamos a

4
27 + 27+ A =0 = 2(4+ Ar) = 0= como x # 0, segue que \ = ——.

v
Da equagao (IV'), temos que z = —, substituindo em () chegamos a
x

2v V(4
(——) =0=23 42V -4V =0= a2 = V2V.

x2 T

V2V

Consequentemente, temos que y = vV2V e z = , que coincide com o

resultado obtido no Exemplo 1.23.9.
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1

CASO 2 - A = ——: Para esse caso, usando (/) temos que z = 0, o que nao
z

pode ocorrer, visto que x,y, z > 0. Portanto, F' s6 possui um ponto critico.

Como

segue que S possui um valor minimo no ponto critico <\/3 2V V2V,

3
2
S(1,1,V) =144V >2V4V2 =8 (\3/21/, V2V, 2V

vav
).

Se muitas condigoes sao impostas, o método dos Multiplicadores de Lagrange
pode ser estendido com varios multiplicadores. Em particular, se deseja
encontrar pontos criticos de uma fungao tendo valores funcionais f(z,vy, 2)
sujeitos as restrigoes g(z,y,z) = 0 e h(x,y,2z) = 0 encontramos os pontos
criticos da funcao F' de cinco variaveis z, y, z, A e u, tal que

F(z,y,z,\, 1) = f(x,y,2) + Ag(z,y, 2) + ph(z,y, 2).

Exemplo 1.23.16 Encontre os extremos relativos da funcao f sabendo que
flz,y,2) = xz + yz e o ponto (x,y,z) estd situado na intersec¢io das su-
perficies 12 + 22 =2 e yz = 2.

Solugao: Seja F a fungao de cinco varidveis dada por F = F(z,y, z, \, p),
sendo
F(x,y, 2, \ 1) = 22 +yz + Mo + 22 — 2) + u(yz — 2).

Encontrando todas as derivadas parciais de F', em relacao a cada uma de
suas variaveis, e igualando cada uma delas zero, para encontramos os pontos
criticos, obtemos:

( )
( )
(ITT) F.(z,y,z, A\, p) =z +y+ 2 z + py = 0;
( y=2?+22-2=0;
( )

De (1) temos que z(1+ ) =0 e, por isso, u = —1 ou z = 0. Como yz = 2,
segue que z # 0 e, consequentemente, s6 podemos ter = —1.
Substituindo = —1 e fazendo (I)+(I11), temos que (z+2)+2\(z+2) = 0,

ouseja, 0 = (z+2)(2A+1) e, consequentemente, r = —z ou A = —3 Usando

1
A= —5 em (III), temos que z = x. Assim, de (IV'), temos que

P+l =2=21=1=2=+1.
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Logo,r=1=z2=1ex=—-1= z= —1. Usando (V) temos que y = 2, se
z=1,o0uy = -2, se z=—1. Portanto, quando A = —5 os pontos criticos

de F' ficam dados por:

1
r=1 y=2 z=1, )\:—5, w=—1
1
r=-1, y=-2, z=-1, )\:—5, pw=—1

1
Por outro lado, se © = —z, segue de (I1]) que —z+2 2z =0= \ = 3" Além
disso, segue de (IV) que

P+l =2=21=1=2=+1.

Logo,z=1=z=—-1lexz=—1= z=1. Usando (V) temos que y = 2, se
z=1,ouy = -2, se 2= —1. Portanto, quando \ = —5 os pontos criticos

de F' ficam dados por:

1
r=1, y=-2, z=-1, )\25, pw=-—1

r=—-1, y=2, z=1, A=

Observe que f(1,2,1) =3, f(—1,-2,-1) =3, f(1,-2,-1) =1e f(—1,2,1) =
1. Portanto, f tem um valor funcional maximo local de 3 e um valor funcio-
nal minimo local de 1. |

Exemplo 1.23.17 Determine os pontos mais distantes da origem cujas co-
ordenadas estao sujeitas as restrigoes x° +4y* + 22 =4 ex+y+ 2z = 1.
Dica: Considere f : R> — R como sendo a funcio f(z,y,z) = 2* + y? + 2*
(a fungao quadrado da funcgao distincia) e fa¢a a mazimizagao de f.

Solugao: Considere a fungao f : R®* — R dada por f(z,y, 2) = 2*+ 3>+ 22,
sujeita as restrigoes 0 = g(z,9,2) = 2> + 4> + 22 —4 e 0 = h(zv,y,2) =
x4+ y+ 2z— 1. Assim, devemos usar os multiplicadores de Lagrange na
resolucao do problema. Seja F' a funcao de cinco variaveis dada por

Flz,y,z, A p) =2 + 92 + 22 + M@ + 4y + 22 —4) + (e +y + 2 - 1),

As derivadas parciais de F' em relacao a todas as variaveis ficam dadas por

() 0= Fp(z,y,2z, A\ 1) =22 + 2D\ + ;
(II) 0= Fy(z,y,2, A\, 1) =2y + 8Ay + p;
(III) 0= F,(z,y,2, A\, ) = 22 + 2Xz + ;
(IV) 0= F)(z,y, 2, \, 1) = 22 + 4y* + 22 — 4;
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(V> O:FM(ZL’,y7Z,/\“LL) =r+tytz— L.
De (I)—({I]) temos que (z—2)+A(x—2) =0 = (x—2)(A+1) = 0. Assim,

r=zou\=—1.

CASO 1 -2 = z: De (V), temos que 2z +y =1 = y = 1 — 2z. Dessa
forma, usando (IV') temos que

8
I2—|—4(1—2J:)2—|—I2:4:>18x2—16x20:>x:00ux:§.

Tomando = = 0: Nesse caso, z = 0 e, de (V), temos que y = 1. Além disso,
de (/) temos que p =0 e de (I]) temos que A\ = T Observe também que

(V) fica verdadeira para (0,1,0). Portanto, para x = z, com = = 0, o ponto
critico fica dado por

1
{ r=0, y=1, 2=0, )\:Z’ w=0 .
8 7
Tomando x = —: Nesse caso, z = — e, de (V), temos que y = —9 Usando
(I1) obtemos —14 — 56\ + 9u = 0 e de (1) temos que 16 + 16\ + 9u = 0 e,
1 8
consequentemente, A = 20 e = 15 Portanto, para ¢ = z, com x = 9’ 0
ponto critico fica dado por
P A
T YTy fTy YT MU

CASO 2 - A = —1: Usando ([), temos que p = 0 e, de (/I), temos que
= 0. Usando (V), temos que x + 2z = 1 = z = 1 — z. Substituindo em
(IV'), chegamos a

24+V/4+24  1+£V7
I = :

2?4+ 0*+(1-20+2%) =4= 20" -20-3=0=12=

2
Portanto, para A = —1, os pontos criticos ficam dados por
1 7 1 -7
€T = +2\/_a y:Oa z = 2\/_7 )\:_1’ /1’:0
1 -7 1 7 ’
T = \/_, y=0, z= +\/_, A=—-1, u=0
2 2
8 738 171 1+V7  1-7
Omo f( Y 7 ) ) f (97 97 9) 81 ) f( 2 ) Y 2 ) e

= 4, segue que os pontos mais distantes da origem

1—V7  1+V7
f( 2 707 2

2 2 2 0, 2

L+VT 1+\/?) . (1—\/7 1—\/7>.

sao os pontos (

Agora, fagas alguns exercicios.
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1.24 Exercicios

Exercicio 1.24.1 Determine os pontos extremos de cada uma das funcoes
abaixo, se existirem.

1. f(z,y) =22 + 9> — 8z — 2y + 14;
2. flz,y) =2 +y* —62° +y —1;
8 flz,y) =2 +y* =20 —y+1;
4o fla,y) =5 — 5 +ay;
5. f(z,y) =e";

20+ 2y +1
6 J(w,y) = x2+yg+1’

7. f(z,y) = sen(x) + sen(y);

8. f(z,y) = e*sen(y);

Exercicio 1.24.2 Use o Método dos Multiplicadores de Lagrange para en-
contrar os pontos extremos (suponha que eles existam) de cada fungao sujeita
a restricao dada.

1. f(x, y) =25 — 22 — y2, com restricao x? 4 y2 — 4y = 0;
z,y) = 42® + 2y* + 5, com restricio x* + y* — 2y = 0;
x,y,2) = 2% +y* + 2%, com restrigio 3xr — 2y + 2z —4=0;

x,Y, Z) =ax® + y2 + 22, com restricao y2 — % = 1;

T,y) = 22y, com restrigio x? + 8y? = 24;

Ty, 2) = xYz, com restricio x* + 2> + 42 = 4;

o RS & e

i
I
h
f(z,y) = 2% +y, com restricio x* + y*> = 9;
i
I
S

r,y, Z) = y3 + :Uz2, com restricao %+ y2 + 22 = 1;

Exercicio 1.24.3 FEstude os extremos da fungio f(z,y) = y + x*, com a
restricao y — x> = 0.

Exercicio 1.24.4 Encontre o ponto da curva xy =1, x > 0 ey > 0, que
estao mais proximo da origem.

2

Exercicio 1.24.5 Determine a reta tangente ¢ curva x> + yz =1, z>0e

y > 0, que forma com os eixos triangulo de drea minima.

Exercicio 1.24.6 Determine o ponto do elipsoide x® + 2y? + 322 = 1 cuja
soma das coordenadas seja maxrima.
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Exercicio 1.24.7 Ache trés nimeros positivos cuja soma € 24, de modo que
o produto deles seja o maior possivel.

Exercicio 1.24.8 Ache trés nimeros positivos cujo produto € 24 e sua soma
€ a menor possivel.

Exercicio 1.24.9 Ache o volume do maior paralelepipedo que pode ser ins-
crito no elipsoide 36x* +9y% +42% = 36, se os lados forem paralelos aos eizos
coordenados.

Exercicio 1.24.10 Ache a menor e a maior distancia da origem a um ponto
do elipsoide 9% + 4y* + 2* = 36.

Exercicio 1.24.11 FEncontre a menor distancia entre o ponto (1,—1,—1) e
o plano x + 4y + 3z = 2.

Exercicio 1.24.12 Encontre um valor funcional minimo para f(z,y,z) =
22+ y? + 2% com os vinculos x +2y +32 =6 ex —y — 2z = —1.

Exercicio 1.24.13 Encontre um valor funcional mdzimo para f(zx,y,z) =
xyz com os vinculosx +y+z=4ex—y—z=3.
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