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2.3 Limite e Continuidade de Funcoes Veto-
riais de Varias Variaveis

Com a mesma ideia utilizada na Segao 1.3 do Capitulo 1, vamos agora es-
tender a nocao de Limites para as fungoes vetoriais de varias varidveis.

Definicao 2.3.1 Seja f: D C R™ — R" uma funcgao vetorial definida em
todo ponto de P € D exceto, possivelmente, em A € R™. Seja @ € R™ um
vetor constante. Dizemos que o Limite da funcao vetorial f ¢ o vetor a,
quando P tende a A, e escrevemos,

—

lim f(P)=d,

P—A

—

se para todo € > 0 dado, existe um 6 > 0 tal que ||f(P) — d|| < € sempre que
0<||P—All <.

Podemos perceber que a definicao apresentada aqui é muito semelhante a
apresentada para fungoes vetoriais de uma variavel e, por isto, as proprieda-
des apresentada a seguir sao praticamente idénticas as anteriores.

Observagao 2.3.1 Considerando que:

e uma funcdao vetorial f de wvdrias varidveis € formada coordenada-a-
coordenada por funcoes escalares de vdrias varidveis;

e numa funcdo vetorial sao validas operacdes similares as operacoes para
vetores;

e sao estabelecidas as propriedades para limite de fungoes reais de vdrias
varidveis,

entao, temos as sequintes propriedades para funcoes vetoriais de vdrias varidveis:

—

a) lim f(P) = d < lim f;(P) = a;, Vi € 1,---,n (o limite da funcao
P—A P—A

vetorial € dado pelo limite de cada uma das suas fungoes coordenadas).

b) Sendo f e g funcgdes vetoriais de vdrias varidveis e h fun¢do escalar de
vdrias varidveis tais que

Lim f(P)=a, lim g(P)=be lim h(P)=m,

entao, temos que sao validas as sequintes propriedades:

—

i ]lin% [f(P) + ﬁ(P)] = a+b (o0 limite da soma de funcdes vetoriais ¢
—
igual a soma dos limites das fungoes).

—

. ]lirrle [f(P) -g(P)] = a@-b (o0 limite do produto escalar € igual ao
—

produto escalar dos limites das fungoes).
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—

iii. ]lirrle [f(P) X ﬁ(P)] — @ x b (o limite do produto vetorial de duas
—
funcoes wvetoriais € o produto vetorial do limite, quando o produto
vetorial estiver definido).

. ;inh [h(P)f(P)] = md (o limite do produto de uma func¢do escalar
—

por uma fungdo vetorial é igual ao produto dos limites).

Exemplo 2.3.1 Dada a funcdo vetorial f(x,y) = yi — xj, determine

—

f(x,y).

—

=

i

3
1
[e=]}

Solugao: Temos que fi(z,y) =y e que fo(z,y) = —x. Desta forma,

lim fi(z,y) = limy =0 e lim fo(z,y) = lim —x = 0.
70 y—0 70 z—0

Portanto, lim f = 07 + 0] = (0,0). |

7—0

Exemplo 2.3.2 Considere

f(P) = (e“”_l, %,sz) .

Determine lim f(P), sendo A = (1,2,1).
P—A

Solugao: Temos que

lim f(P) = <hm [e"7'], lim {M} , lim [3xz]> =

P—A

z—1
y— 2 z—1

— [ tim [ '], 1lim {W—_ﬂ lim [322] | = (1,1,3).

—

Portanto, lim f(P) = (1,1,3). |
P—A

Observe que a desigualdade 0 < ||77— 7p|| < § representa todos os pontos do
interior de uma bola centrada em A e com raio 4, exceto, o préprio centro (o
ponto A). Logo, a Defini¢ao 2.3.1 pode ser interpretada da seguinte forma:

“Dada qualquer bola B(d,e€) de centro d = (a1, - ,a,) e raio €, existe uma bola
B(A,§) de centro A = (x1,--- ,x,) e raio § de forma que os pontos de B(A,d) sdo
levados por f em pontos de B(d,€) e, com isso, a dire¢do, sentido e o comprimento

—

de f(P) tendem para os de @ quando P — A.”

Vamos a mais exemplos.

Exemplo 2.3.3 Seja f : R3 — R2 a funcio vetorial dada por f(z,y,z) =

—

(2%yz,x —y + 2). Calcule ;in}éx f(P) para as sequintes situagoes:
—
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a) A=(1,1,1). b) A=(0,0,0). c) A=(1,-1,0).
Solucao:

a) Temos que A = (1,1,1). Dessa forma, segue que

—

. . . 2 . _ 2 . _
Jllg.lAf(P) = (x7y7zl)1ir%l71’1)(x yz, o —y+2z)=(1°1.1,1-1+1) = (1,1).

b) Temos que A = (0,0,0). Assim,

—

im f(P)= 1 2yz,w — = (0%.0.0,0 — = :
fm f(P)=  lm o (e%yz2—y+2)=(0°00,0-0+0)=(0,0)

c) Temos que A = (1,—1,0) e, dessa forma, segue que

—

. o : 2 _ — (12 (— —(— =
llg}lf(P)_(x,y,z)li)%,—Lo)(x yz,x—y+z) = (1°.(=1).0,1—(—1)+0) = (0, 2).

Exemplo 2.3.4 Considere f: R? — R? a funcdo vetorial dada por

f—' (Ly :cy,a:+y) , se (z,y) # (0,0)
(0,0,0), se (x,y) = (0,0)

Calcule, se existir, limﬁf(P).
P—0

Solugao: Para as fungoes coordenadas fo(x,y) = zy e f3(z,y) = = + v,
temos que o limite existe para qualquer ponto do R?, visto que elas sao
funcoes polinomiais.

x .
5> vamos analisar o que acontece

Para a fungao coordenada fi(x,y) = o

quando tomamos dois caminhos diferentes se aproximando da origem. Con-
sidere S; = {(¢,0) € R%t € Rt} e Sy = {(0,t) € R%t € R}. Temos que
lim+ f1(t,0) = +o00 e que %ir% 91(0,t) = 0. Por isso, temos que o limite de f;
t—0 —

—

nao existe na origem. Portanto, lim f(P) nao existe. [ |
P—0

Vimos no Exemplo 2.3.4 que a fungao vetorial f estava definida no ponto A

onde calculavamos o limite, mas o limite nao existia no ponto. Quando o

limite existe no ponto e este valor é igual ao valor da fun¢ao no ponto, temos

a nocao de Continuidade, como definiremos a seguir.

Definicao 2.3.2 Seja f: D C R*" — R™ uma aplicacao. Dizemos que f é
Continua num ponto A € D se

— —

lim f(P) = f(A).

P—A
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Como a definicao de continuidade estd diretamente relacionada com a de-
finicao de limite, segue que uma fungao vetorial de varias variaveis é continua
em A se, e somente se, cada uma das fungoes coordenadas é continua em A.
Agora, vamos aos exemplos.

Exemplo 2.3.5 Considere a fun¢ao vetorial f(x,y) = y;— :17] Entao, como
filz,y) =y e folz,y) = —x sdo continuas em todo (z,y) € R* (pois sdo
fungoes polinomiais), seque que f € continua em todo R2.

|
Y z—1 y(l’ — 1) ~
Exemplo 2.3.6 Seja f(x,y,z) = (e ,2—1,3xz . Entao, temos que
x —
filz,y,2) = e L e f3(x,y,2) = 3xz sio continuas em todo o R, wisto

que nao existe restrigoes para as variaveis em nenhuma das duas fungoes
coordenadas.
y(z —1)

x2—1
de dois polinomios e, por isto, temos que f3 € continua apenas nos pontos do
R3 tais que x # +1 (denominador nao nulo).

Ja para a fungdo coordenada fo(z,y, 2) = , temos que f3 € a divisdo

Portanto, f € continuas em todos os pontos do R? tais que x # £1, ou seja,
f € continua no conjunto

D ={(x,y,2) € R%a # £1}.

—

Exemplo 2.3.7 A funcdao vetorial f(x,y,z) onde k € uma cons-

 —kr

IGl
tante positiva e ¥ = (x,y, z) é o vetor posicao do ponto P € R3 é uma funcado
vetorial continua em todos os pontos do R3, exceto a origem, pois f nao estd
definida na origem.

Exemplo 2.3.8 Considere a sequinte func¢dao vetorial

f(x y) = (\/x2+y2, $+y)’ se |lr+y|l#0 .

|z + 9]
0, se |t+yl =0

Mostre que f(P) é descontinua para todo (a,b) € R? tal que a+ b = 0.

Solugao: Vamos considerar o conjunto formado por todos os pontos do
R? tais que (x,y) — (a,b) de forma que a + b > 0. Entao, para elementos

desse conjunto, temos que  lim  fo(x,y) = 1 e, dessa forma, se o limite
(z,y)—(a,b)

da fungao f existir, segue que

— —

lim  fle,y) =140 = f(a,b).

(z,y)—(a,b)

Portanto, f é descontinua na origem. |

Agora, vamos aos exercicios.
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2.4 Exercicios

Exercicio 2.4.1 Calcule lim f( y,z) em cada uma das fungoes abaizo.
T‘—>7’()

> 9 o XYy T—2
'y Y - + y T
ep— (e 2

) em o = (2,1,1);

) o) = (20 ey ) e = (10.9)

T )emfo—<2,1,4>;

3 flay) = (@ ry) em 7y = (1,2);

¢) fla,y,2) = (gsen(z) cos(z) tan(yz)) em 7 (0,1,4),

) T2 = (205 S E ) ) em o = (3,4.)

q) flz,y) = <3x2—|—xy 22, 5 2xy+y2,3;+42yy) em 7 = (2,—1),
0 ) = (/e 2 =2 ) e = (2.0

) o= (et L)

) o= (S 20

k) f(x,y,z) =

= (4a?y 30y 4 Ty 22y? + y22?% sec(xy) + sec(yz) (e + ¥ + e*)?
22422 7 y—sec(z) e e e
em 7o = (0,0,0).

Exercicio 2.4.2 Analise a continuidade das sequintes funcoes vetoriais.

) Fla) = (g el )

y—1 x—y z

A2y + 32 SR +2y \
2r —y 16 — a2 — 492

b) flz,y) = <1n(xy2>,

1
¢) flx,y) = | In(25 — 2* — 9?), arccos(z + y), e =y |,
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—

d) f(xvy) = (l’y,l’2 - y272);

. B (w,ysen(y),xz%en é , sez#0
¢) §@,y,2) = { (x,ysen(y),O),( s)e) z2=0 ’

f) h(z,y) = (x1n(y), yIn(z));
g9) Pl y,z) = i+ In(x2)] + 2k;
) q*(sc,y,a:( ’ 2)

3_" — — —
Z) ’F(il?,y,Z) - ﬁ, onde d = 11 + y] + Zl{,'

j) i(r,y,z) = (2% +y°, 9% + 2%, 2% + 2?);

b e = (s (2). L),

D) §(x,y) = (sec(x), tan(y))

(mz yz m—ﬂ) sex#y
m) g(xayaz): 7 ’l'—y ’ .
(xz,9y2,0), sex =y
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