Capitulo 2

Conjunto dos Numeros Reais

Nesse capitulo serao descritas propriedades para o conjunto dos numeros
reais que sao necessarias para o resto do curso. Aqui descreveremos algumas
propriedades dos Conjuntos Nao-Enumerdveis. Iniciemos estabelecendo a
nocao de Corpo.

2.1 R é um Corpo

Definicao 2.1.1 Seja K um conjunto onde sao definidas duas operacoes,
uma chamada de Adicdo e outra de Multiplicacdo, que sao descritas a sequir:

0.

Adicao:
+: KxK — K
(z,y) = x+y

que faz corresponder a cada par de elementos de K ao novo elemento de
K, chamado de Soma.

Multiplicacao:
KxK —» K

(,y) = x-y

que faz corresponder a cada par de elementos de K ao novo elemento de
K, chamado de Produto.

Essas operagoes obedecem os sequintes axiomas: para todos os elementos
x,y,2 € K temos:

a) A soma € associativa, ou seja, (x +y)+ 2 =z + (y + 2);

b) A soma é comutativa, ou seja v +y =1y + x;

c) Eriste um elemento neutro na soma, ou seja, existe 0 € K tal que
r+0=uzx;

d) Eziste um elemento oposto (ou inverso aditivo) na soma, ou seja,
existe —v € K tal que v + (—x) = 0;

e) O produto é associativo, ou seja, (x-y)-z=x-(y-z);

f) O produto é comutativo, ou seja x -y =1y - x;
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g) Eziste um elemento neutro no produto, ou seja, existe 1 € K tal que
r-1=uz

h) Eziste um elemento inverso multiplicativo no produto, ou seja, existe
r e K\{0} tal que z-x7' =1;

i) Vale a distributiva do produto em relagdo a adigao, ou seja, x-(y+2z) =
r-y+x-z.

Dessa forma, o terno (K, +,-) € dito ser um Corpo.

Observagao 2.1.1 a) Tomando K =R, + como sendo a operagao de soma
usual de numeros reais e - como sendo o produto usual de niumeros reais,
temos que o terno (R, +,-) é um corpo.

b) A diferenca x —y € a soma de x com o oposto de y e, por isso, adi¢ao e
subtra¢ao sao a mesma opera¢ao, ou seja, SGO G SOMAQ.

... X . .
c) Como a divisio —, com y # 0, € o produto de x com o inverso de y, seque

que a multiplicacao e a divisao também sdo a mesma operacdo, ou seja,
sao o produto.

Agora, vamos apresentar algumas propriedades de elementos reais que sao
demonstrada a partida da definicao de corpo.

Teorema 2.1.1 Para todos numeros reais x e y temos que:
a) os elementos neutros da soma e do produto sao unicos;

b) os elementos inversos da soma e do produto sao unicos;

¢) 0+xz=ux; e) x-0=0; g) vtz =1
d) —x+x=0; f)l-x=u;
Demonstracao:

a) Suponha que 0 e 0’ sejam os elementos neutros da soma de nimeros reais.
Assim, para todo z € R temos que z + (—x) =0 e x + (—z) = 0". Dali,

O=z+(—x)=0.

Logo, 0 = (0’ e, portanto, o elemento neutro da soma de nimeros reais é
unico.

Para o produto, suponha que 1 e 1’ sejam os elementos neutros do produto
de nimeros reais. Assim, para todo z € R\ {0} temos que - 27t =1e
x-x ! =1"e, por isso,

l=z-27'=1.

Dai, 1 =1’ e, portanto, o elemento neutro do produto de nimeros reais é
unico.
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b) Suponha que —z e —z’ sejam elementos inversos aditivos de z na soma
de nimeros reais. Assim, x + (—z) =0 e 2 + (—2’) = 0. Dali, temos que:

—rx=—-x+0=—z+(x+(-2))=(—zx+2)+(—2") =0+ (—2') = -2
Portanto, —r = —z/, ou seja, o elemento inverso aditivo da soma de
nimeros reais é inico.

Por outro lado, suponha que 2! e Z~! sejam elementos inversos multipli-

cativos de z € R\ {0} no produto de niimeros reais. Assim, x-x7'=1¢e
x -2 ! = 1. Logo, temos que:
v l=zt 1=t (z-2 )= 2) 2t =127 =271,

Portanto, 7! = —77!, ou seja, o elemento inverso multiplicativo do pro-

duto de ntimeros reais é tnico.
¢) Da comutatividade na soma de ntimeros reais temos que
O+r=2+0=u=x.
d) Da comutatividade na soma de niimeros reais temos que
—r+zx=a+(—2)=0.
e) Observe que
- 0+zrxz=2-(1+40)=2-1=2=0+2x=2-0=0.
f) Da comutatividade do produto de nimeros reais temos que
l-z=x-1=u=.
g) Da comutatividade do produto de ntimeros reais temos que
rtrx=x-27'=1.

Observacao 2.1.2 As regras de sinais do produto sao obtidas através da
distributiva da adicao em relacao a soma, como descrito a sequir:

a) - (=y) = (=2) y=—(z-y).
De fato: Para x - (—y), temos que

v (-y)+tz-y=z-(y+(-y)=2-0=0=
=z (—y)t+z-y—(z-y)=0—(z-y) =z (-y)
De modo andlogo, para (—x) -y temos que
(—x) - y+z-y=(—r+2z)-y=0-y=0=
= (-2)ytr-y—(r-y)=0-(r-y)= (-2) - y=—(z-y)
L (my) = () oy = —(z-y).
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b) (=) - (~y) =z-y.

De fato: Temos que
(—2) - (-y)—z-y=—z-(-y+y)=-2-0=0=

= (—z)-(—y)—z-y+2z-y=0+z-y=(-2)-(—y) =z-y.

c) ¥ =y =z =+ty.

De fato: Temos que
===y =y =0=(r—y)(zt+y) =0=>

= (zr+y)=0ou(z—y)=0=zx=—youx=y.

d) Em particular, temos as regras de sinais:

N—
—~
—_
~—
I
|
—_

Dessa forma, acabamos de caracterizar o conjunto dos niimeros reais R, com
as operacoes de soma e produtos usuais, como sendo um corpo. Na préxima
secao vamos apresentar outra propriedade presente nesse conjunto. Faga os
exercicios dessa secao. Bons estudos.
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