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2.3 Calculo das Integrais Duplas

Para funcoes de uma variavel, o Teorema Fundamental do Cdlculo proporci-
ona um método para calcular uma integral definida encontrando uma Anti-
derivada (ou Integral Indefinida) do integrando. Para integral dupla existe
um método semelhante. O desenvolvimento detalhado desse método é dado
num curso de Calculo Avancado. A discussao aqui é intuitiva, usando inter-
pretacao geométrica da integral dupla como a medida de um volume. Para
desenvolver o método considere primeiro um regido retangular R?.

Seja f uma funcao dada que é integravel numa regiao retangular, no plano
XY, limitada pelas retas x = a1, © = by, y = as e y = by. Suponha que
f(x,y) >0, para todo (z,y) € R. A Figura 2.3 mostra um esbogo do grafico
da equagao z = f(x,y), quando (z,y) estd em R.

Figura 2.3: Figura usada na construcao das ideias de cdlculo da integral
dupla.

O numero que representa o valor da integral dupla

//Rf(aﬁ,y)d/l

¢ a medida do volume do sélido entre a superficie e a regiao R Seja y um
nimero em [az, bo]. Considere o plano paralelo ao plano X Z passando por
(0,9,0). Seja A(y) a area da regidao plana da intersec¢ao desse plano com o
solido. A medida do volume do sélido é expressa por

/a j Ay)dy.

Como o volume do sélido também é obtido pela integral dupla, segue que:

//Rf(fc,y)dAz/: A(y)dy (2.3)

Assim, é possivel encontrar o valor da integral dupla de uma funcao f em
R, calculando o valor da integral simples de A(y). Agora é preciso encontrar
A(y) quando y for dado. Como A(y) é a medida de drea de uma regiao plana,
pode-se encontrar o valor de A(y) por integragao simples. A fronteira superior
da regido plana é o grafico da equagdo z = f(x,y), quando z € [ay, b;]. Logo,

by
Aly) = [ f(z,y)dz.

ai
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Substituindo na Equacao 2.3 obtemos

/ / Flay)dA = / N [ b f(x,y)dx} dy. (2.4)

A integral a direita de 2.4 é chamada de integral iterada. Usualmente os
colchetes sao omitidos e escrevemos apenas

//Rf(%y)dA:/GT :1 f(z,y)dxdy. (2.5)

Antes de se calcular a “integral iterada”, lembremos que primeiro x deve
ser considerado como sendo a variavel de integracao e que y deve ser consi-
derada constante. Ao se considerar se¢oes planas ao plano Y Z, em vez de
X7, obtemos uma integral iterada com a ordem de integragao trocada, isso

) / /R Fla,y)dA — / b b F(a.y)dydz. (2.6)

Uma condicao suficiente para que 2.5 e 2.6 sejam iguais é que a funcao
seja continua na regiao retangular R. Vamos aos primeiros exemplos.

Exemplo 2.3.1 Calcule a integral dupla //(By — 22%)dA, onde R € a
R

regido que consiste de todos os pontos (x,y) para os quais —1 < z < 2 e
I1<y<3.

Solugao: Como a; = —1, by = 2, a; = 1 e by = 3, da equacao 2.5 temos

. / /R(3y — 22%)dA = /13 /_21(3y ~ 22%)dudy.
//R(Sy — 22%)dA = /13 [3” B gxg] |

dy =
3 9 3
/ (9y — 6)dy = {§y2 — 64
1

~1
Exemplo 2.3.2 Ache o volume do sélido limitado pela superficie f(x,y) =

1.2 2

—3 glJ_G’ pelos planos x =3 e y = 2 e 0s planos coordenados.

Assim,

Solugao: Se V unidades é o volume do sélido, entao temos que:

//fwydA // 4————)dydx
Assim,

3 2 3
yz® y
V= |gg-L L
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Portanto, o volume ¢é 21,5 unidades de area. |

Agora, suponha que R seja uma regiao no plano XY, limitada pelas retas
x=aex=>b,ondea <b,epelas curvas y = ¢1(x) e y = ¢p2(x), onde ¢1(x) e
¢o2(x) sao duas fungbes continuas no intervalo fechado [a, b] e que, além disso,
o1(z) < ¢o(x), para todo z tal que a < x < b. Seja A uma partigao do
intervalo [a, b], definida por a = 2o < 21 < -+ < x,_1 < x, = b. Considere
a regiao R dividida em faixas verticais com A;r unidades de largura. A
intersecgao da superficie z = f(x,y) e um plano x = &;, onde z;_; < & < x;
¢ uma curva. A medida da drea dessa regiao é dada por:

#2(&:)
#1(&)

A medida do volume do sélido limitado acima pela superficie z = f(z,y) e
abaixo pela i-ésima faixa vertical é aproximadamente igual a

#2(&:)
[ / f(&,y)dy
#1(&:)

Quando a norma de A tende a zero, se for tomado o limite da soma das
medidas dos volumes para n faixas verticais de R, desde x = a até a x = b,
obtém-se a medida do volume do sélido limitado acima pela superficie z =
f(z,y) e abaixo pela regidao R no plano XY, e isto é o valor da integral dupla

de f em R, ou seja,
b roa(x)
Ax = / / dydz.
a 1(x)
(2.7)

AZ‘ZE.

. n $2(&:)
//Rf(x’y)dA:Hilﬁo 2 [/m(&) f(&, y)dy

Condigoes suficientes para que a Equagao 2.7 seja valida sao que f seja
continua na regiao fechada R e que ¢1(x) e ¢o(r) sejam fungoes “suaves”.
Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.3.3 Calcule o volume do solido que estd situado a cima do eixo
XY, limitado pelo paraboloide eliptico z = x*+4y? e pelo cilindro x>+ 4y? =
4.

Solugao: A Figura 2.4 mostra o sélido. Para encontrar o volume da parte
do sélido que esta no primeiro octante a qual, com base nas propriedades
de simetria, é um quarto do volume pedido. A regiao R no plano XY estd
limitada pelos eixos x e y e pela elipse 22 +4y? = 4. Se V unidades de volume
¢é o volume do sélido dado, entao,

V= //R(x2+4y2)dA.
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Figura 2.4: Sélido usado no Exemplo 2.3.3.

Para expressar V' como uma integral iterada, divida a regiao R em n
1
fatias verticais. A largura da faixa é A;,x e o comprimento é de 5\/4 — &2

unidades, onde ;1 < & < x;. Assim,

2 pVA—a2/2
V= 4/ / f(z,y)dydzx.
o Jo

2 2 4 — 12 4 — 12 3/2 4 2
Entdo, V = 4/ [x vi-a? (V- ] dz = g/ (2 +2)VE — 22dz =
0

; 2 6
1 2
= —gx(él — 2232 4204 — 22 + 8a’rcsm(§) = 4m. Logo, o volume V é
0
de 47 unidades de volume. |

Suponha que a regiao R seja limitada pelas curvas x = Ay (y) e © = \a(y)
e pelas retas y = cey = d, com ¢ < d e que A\i(y) e A\a(y) sejam duas
fungdes continuas no intervalo fechado [c,d], onde A\i(y) < A2(y), sempre
que ¢ < y < d. Usando a mesma ideia apresentada anteriormente, pode-se
concluir que o volume do sélido é dado por

A2(7:)
A1 (i)

E tomando a norma de A tendendo a zero e tomando o limite da soma dos
volumes para n faixas horizontais de R, de y = ¢ até y = d, obtém-se a
medida do volume do sélido limitado acima pela superficie z = f(z,y) e
abaixo pela regiao R no plano XY. Essa medida de volume é igual a integral

dupla de f em R. Logo,
A2 ()
A1(z)

n A2(7:)
r,y)dA = lim / T,
//Rf< y) |A|%o; [ A (i) f( fy

Condigoes suficientes para que a Equacao 2.8 seja valida sao que A e Ao
sejam funcoes suaves e f seja continua em R. Na aplicacao das Equagoes
2.7 e 2.8, em algumas vezes, pode ser necessario subdividir uma regiao R em
sub-regides nas quais sao verificadas essas condicoes suficientes.

Exemplo 2.3.4 Calcule o valor da integral apresentada no Exemplo 2.3.3
usando a ordem de integra¢ao inversa da usada naquele exemplo.

148



Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

Solugao: Novamente, devemos calcular o volume do sélido no primeiro
octante e multiplicar o resultado por 4. Para este caso, cada faixa horizontal
de largura A;y tem comprimento 24/1 — y2. Entao, usando a Equacao 2.8,
temos que

1 p(24/1-92) 1 r,3
V:4// dxdy:4/ [——1—43/2:1:1
0o Jo o L3
1

32 ! 16 :
- ?/ Q' +1)V1 = y2dy = — (1 = ") + 8y /1 - y? + Sarcsin(y)| = 4r.
0

0

24/1—y2

dy =

0

Logo, o volume V' é de 47 unidades de volume. |

Exemplo 2.3.5 Ache, por integracao dupla a drea da regidgo no plano XY,
limitada pelas curvas y = 2% e y = 4o — 22

Solugao: A Regiao R ¢ dada pela Figura 2.5.

Figura 2.5: Figura do Exemplo ?7.

Assim,
2 pdo—az? 2 2 .12 8
A://dA:// dydx:/(4x—2x2)da::2x2——x3 =-.
R 0 2 0 3 0 3
) - , 8
Logo, a area da Regiao R ¢é 3 |

Agora, faga alguns exercicios. Bons estudos.

2.4 Exercicios

Exercicio 2.4.1 Calcule o valor de cada uma das integrais abaizo:
a) ff foh xyPdydz;

b) [ [V dedy;

¢) fy J§ /9 + yPdudy;

d) f_11 ffz idydx;
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e) f14 fyy2 \/gdxdy;
f) fox f; sen(dx — y)dydz

Exercicio 2.4.2 Ache o volume do sdélido sob o plano z = 4x e acima da
circunferéncia x* + y* = 16 no plano XY . Faca um esboco do sdlido.

Exercicio 2.4.3 Ache o volume do solido no primeiro octante, limitado pelos
cilindros x* +y?> =4 e 2% + 2?> = 4. Faca um esboco do sélido.

Exercicio 2.4.4 Ache o volume do sélido no primeiro octante, limitado pelas
superficies v + 22 =1, x =y e v = y*. Faca um esboco do sdlido.

Exercicio 2.4.5 Calcule o valor de cada item abaixo:

a) [ [,sen(x)dA, onde R ¢ a regiao limitada pelas retas y = 2z, y = 5

r =T.

T €

b) [ [pcos(xz+y)dA, onde R € a regiqo limitada pelas retas y = x, y = 2,
T =T €0 €110 T.

c) f2fR 221/9 — y2dA, onde R € a regido limitada pela circunferéncia x* +
y* =9.
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