7.3 Funcoes Continuas em Conjuntos Com-
pactos

Muitas vezes desejamos encontrar o valor minimo e o valor maximo de uma
funcao f : X — R. Em matematica, primeiro buscamos garantir a existéncia
de um extremo, visto que f(z) pode ser ilimitado superiormente, sendo essa
a razao de nao existir maximo, ou ilimitado inferiormente, nao existindo
minimo, mesmo tendo X como sendo um conjunto limitado.

Exemplo 7.3.1 1. Seja X = (0,1) e f : X — R a func¢ao dada por
f(x) ==z. Entdo, f(X)=(0,1) e, por isso, f(X) ndo possui extremos,
como wvisto na Figura 7.1.

1
2. Seja X =R eg: X — R a fungio dada por g(x) = e Entao,
x

g(X) = (0,1] e, por isso, g(X) nao possui valor minimo, mas g possui
valor maximo, como visto na Figura 7.1.

3. Seja X =R eh: X — R a fun¢ao dada por h(z) = sen(x). Entao,
hX) =[-1,1] e, por isso, f(X) possui minimo e mdximo, como visto

I
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Figura 7.1: Esbogo dos gréficos das fungoes f(z) = z, g(x) = e

h(z) = sen(x), no dominimo proposto no Exemplo 7.3.1.

Como garantir a existéncia dos extremos de uma funcao? Pois bem, sob
uma certa circunstancia, o Teorema de Weierstrass responder essa pergunta.
Antes, vamos verificar o que ocorre com a imagem de uma funcao continua
sobre um conjunto compacto.

Teorema 7.3.1 A imagem f(X) de um conjunto compacto X C R por uma
funcao continua f: X — R € um conjunto compacto.

Demonstragao: Do Teorema 5.4.1, temos que f(X) é compacto se toda
sequéncia (y,) C f(X) possui uma subsequéncia que converge para algum
ponto de f(X).

Seja (y,) C f(X) uma sequéncia. Entao, para cada n € N, existe um z,, € X
tal que f(z,) = y,. Como X é compacto, a sequéncia (z,) C X possui uma
subsequéncia convergente, digamos (2, )ken, com z,, — a € X. Como f é
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continua, segue que f é continua em a e, por isso, existe b € f(X) tal que
b= f(a). Além disso,

lim y,,,, = hmf(xnk) = f(a) =0

e, por isso, f(X) é compacto. [ |

Teorema 7.3.2 (Teorema de Weierstrass:) Sejam X C R um conjunto
compacto e f: X — R uma fungao continua. Entao, existem xg,x1 € X tais
que f(xo) < f(x) < f(z1), para todo x € X.

Demonstragao: Como f(X) é compacto, da Observagao 5.4.1, temos
que existe f(zo), (1) € f(X) tal que f(zo) < f(x) < f(1), para todo
f(z) € f(X). Ou seja, existe xg, 21 € X, tal que f(zg) < f(x) < f(z1), para
todo x € X, terminando a prova do teorema. |

Corolario 7.3.1 Se X C R é um conjunto compacto, entdio, toda funcao
continua f : X — R € limitada, ou seja, existe ¢ > 0 tal que |f(x)| < ¢, para
todo x € X.

Demonstracao: Como X é compacto e f é continua, do Teorema de
Weiestrass seque que f(xg) < f(x) < f(z1), para todo z € X. Assim,
tomando ¢ = max{|zo|, |71]}, segue que —c < f(x) < ¢, para todo x € X. B

1
Exemplo 7.3.2 1. A funcao f : (0,1] — R dada por f(x) = — € continua,
T

mas f(X) nao possui o extremo superior, visto que Dy ndo € compacto.

2. A fungao g : [a,b] — R dada por g(x) = x € continua. Entao, como
g esta definida num compacto, seque do Teorema de Weiesrtrass que
g([a,b]) possui minimo e mdximo. Na verdade, f(a) < f(x) < f(b),
para todo x € [a,b].

Teorema 7.3.3 Se X C R ¢ um conjunto compacto, entdo, toda bijecdao
continua f : X —Y C R tem inversa continua g:Y — X.

Demonstragao: Seja b= f(a) € Y. Precisamos mostrar que g é continua
em b. Suponha que g nao seja continua em b, entao, existe um € > 0 tal que
(yn) C Y, yo — b mas |g(y,) — g(b)| > ¢, isto é, |z, — a| > €, para todo
n € N.

Como X ¢é compacto, temos que existe a’ € X tal que z,, — d/, onde
(n,) C (zn) e, por isso, |’ — a] > e. Dessa forma, temos que a’ # a
mas, pela continuidade de f, temos que limy, = lim f(x,,) = f(a’). Como
limy, = b= f(a), segue que f(a’) = f(a), o que é um absurdo, visto que f
é uma bijecao. Portanto, g é continua. |
Em outras palavras, o Teorema 7.3.3 nos diz que se X é compacto, entao,
toda bijecao continua f: X — Y C R é um homeomorfismo. Além disso, é

importante observar que o teorema é estabelecido a partir da compacidade
de X e nao do conjunto Y, como veremos no proximo exemplo.
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n
compacto (Y € limitado e fechado). Tome a bijecio f : N — Y dada por

) =0 fn) =

nversa nao € continua em zero.

11 1
Exemplo 7.3.3 Seja Y = {0’1’§’§"” ,—,---}. Entao, temos que Y ¢é

1 sen > 1. Temos que f € continua, mas a sua

De fato: Seja g : Y — N a inversa da funcao f. Entao, como

1 1+y
y=——=~yn—y=1<yn=14+yn=——,
n—1 Yy
. 1+y :
segue que g ¢ dada por ¢g(0) = 1 e g(y) = —=. Como hH(l)g(y) = 400,
) Y=
segue que a funcao g é descontinua em 0. U
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