3.3 Operacoes com Limites

Nessa secao serao estudados os teoremas que permitem calculos envolvendo
sequencias.

Teorema 3.3.1 Se z, — 0 e (y,) € uma sequéncia limitada, entao,
limz, -y, = 0.

Demonstracao: Como (y,) é uma sequéncia limitada, segue que existe
k € R tal que |y,| < k, para todo n € N. Ainda, como z, — 0, segue que

. - € .
dado € > 0, existe ng € N tal que se n > nyg, entdo, |z,| < T Assim, para

todo n > ngy temos que
€

Portanto, x, -y, — 0. [ |

S|
o

Exemplo 3.3.1 a) Sejam (z,) e (y,) duas sequéncias tais que x, =
Yn = sen (n). Assim, como x, — 0 e |y,| <1, seque que
sen (n) 1

= lim — - sen (n) = 0.
n n

lim

1 1
b) Sejam () e (yn) duas sequéncias tais que T, = — €y, = COS (—) , para
n n
todo n € N. Assim, como x,, — 0 e |y,| < 1, seque que
1
cos | —
. n 1 1
lim ——— =1lim— -cos | — | =0.
n n n
|

Vamos a algumas observagoes.
Observagao 3.3.1 a) E importante ressaltar que o fato de uma das sequéncias

ser limitada é indispensdvel. Por exemplo, se x, = — e y, = n?, temos

n

que Ty - Yo = n, para todo n € N e, consequentemente, T, -y, — +00.

b) Para uso posterior, observe que valem as equivaléncias:
T, > a< (r, —a) — 0 < lim|z, —al =0.

c) Se x, = b, com b # 0, entdo para n suficientemente grande temos que

T, # 0.

De fato: Como b # 0, existe € > 0 tal que b — e > 0. Assim, para esse

e existe ng € N tal que para todo n > ng temos que x, € (b—¢€,b+¢€) e,

por isso, x, # 0, para todo n suficientemente grande. O

Vamos estabelecer as operacoes com limites.

Teorema 3.3.2 Sejam (x,) e (y,) duas sequéncias tais que T, — a e y, —
b, entao:
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T, a

a) lim (z, £ y,) = a £ b; c) lim—:b,seb#o.

n

b) lim (x, - y,) =a-b;

Demonstracao:

a)

Facamos para a adicao. Seja e > 0. Entao, como z,, — a ey, — b, existem

. . €
ni,ne € N tais que se n > ny, entdo, |z, — al < 5 e, analogamente, se

~ € .
n > ng, entao, |y, — bl < 3" Assim, tomando n, = max{n;,ny}, temos
que se n > ng, entao,
€

(@0 +9a) = (@ 0)| <l —al + lyn = bl < 5 + 3

=e.
Portanto, (z,, + y,) — (a +b). O caso para a subtracdo sai de maneira
andloga.

Temos que

Ty Yn—a-b=2xy Yy — Ty -b+x,-b—a-b=uz,(y, — )+ b(x, —a).

Logo, como z,, — a, segue do Teorema 3.1.3 que a sequéncia (x,) é
limitada. Além disso, como lim(x, — a) = lim(y, — b) = 0, segue do
Teorema 3.3.1 que lim z,(y,, — b) = lim b(x,, — a) = 0 e, por consequéncia,
(xn ’ yﬂ) - (a ' b)'

Temos que
Tn a  Tub—ay,
Yo b b
Assim, temos que limxz,b — ay, = ab — ab = 0. Logo, se a sequéncia
1 n
(_b) for limitada, segue do Teorema 3.3.1 que lim (l‘— — % = 0.
Yn Yn

2
Para isso, seja ¢ € R tal que ¢ = o Assim, 0 < ¢ < b? e como lim y,,b =

b?, segue do Teorema 3.2.1 que existe um n suficientemente grande tal
1 1
que ¢ < y,b e, consequentemente, rs < —, ou seja, a sequéncia (—) é
c

n Ynb
limitada, completando a demonstracao.

Agora, vejamos alguns exemplos.

Tn+41

Exemplo 3.3.2 Mostre que se x, > 0, para todo n € N, e se lim =

In

a < 1, entao, limx, = 0.

Solugao: Considere um numero real ¢ tal que a < ¢ < 1. Assim, para todo
n suficientemente grande, temos que

0 < Tn+1

< C.
Tn

o1



Dai,

Tn+1
0< T+l =

Ty < CT, < Ty,
n

ou seja, a sequéncia ¢ mondtona e limitada e, por isso, convergente. Seja
limx, = b, onde b > 0. Tomando o limite da desigualdade x,.; < cz,
quando n — 400, segue que

b<cb=0<(1-¢)b<0=0=0,

visto que 1 — ¢ > 0. Portanto, lim z,, = 0. |

Exemplo 3.3.3 Seja 0 < a < 1. A sequéncia cujo termo geral é x, =
1—a™tt , )
l+a+a?+ - +a" = T—a ¢ crescente, visto que cada termo € o
—a
anterior somado a um numero positivo. Essa sequéncia também é limitada,

visto que x, < ——, para todo n € N. Assim, temos que
a

1 —
1—a™t! 1
limz, = lim(1 +a+a*+--- +a") = lim ¢ = .
1—a 1—a
|
Utilizando a ideia do Exemplo 3.3.3, segue que se z, = a + a2 + --- + a",
a
entao, T, — :
—a

Exemplo 3.3.4 A sequéncia cujo termo geral é

1

1
do
! n!

1
n=ltlt gty

2

€ crescente, pois cada termo € o anterior somado a um numero positivo.
Além disso, como

M =2.2.....2<1-2-3---.n=nl,

1 1
segue que — < on e, consequentemente, como
n!

1
S
YAt

temos que
2 <a, <3,

ou seja, a sequéncia gerada por a, € limitada e, portanto, convergente. O
valor do limite dessa sequéncia € o Numero de Euler, denotado por e. Temos
que e = 2,7182.
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Exemplo 3.3.5 Considere a sequéncia cujo termo geral € dado por b, =

1\" \"
<1 + —) = <n + ) . Usando binomios de Newton, temos que:
n n

n 1\’ n 1\ n 1\°
f— n . —_— nil . —_— n72 . —_— “ ..
= () Q)= () G) () (B) s
n 1 n—1 n 1 n
)G =) 6) -
n—1 n n n
=1+1+ ! 1 ! + ! 1 L 1 2 + ot
N 2! n 3! n n
1 1 2 -1
HD(-Heol-)
n! n n n
Como b, € uma soma de parcelas positivas, seque que b, > 0. Além disso,
seque que a sequéncia formada por b, € crescente. Do Exemplo 3.5.4 temos

que b, < 3, visto que b, < a,, para todo n.
Fize um ndmero p € N. Assim, se n > p, temos que

bn21+1+%(1—%)+%(1_%) (1_%)+...+
D EDe(-2)

Fazendo n — +o00, seque que

limb, =141 ! ! L_
mo, =1+ —i-g—i-g—l----—i-;!—ap.

Como essa desigualdade vale para todo p € N, seque que limb,, > lima,, = e.
Como b, < a,, entao, limb, <lima, = e e, consequentemente, limb,, = e.

Exemplo 3.3.6 Mostre que se a € R tal que a > 1 e k € N sao duas
constantes, entao,

nk a™ n!

lim — = lim — = lim — =0.
n—+oo Q" n—+oo N ! n——+oo NN

k

~ . n .
Solugao: Considere z, = —. Assim, x,, > 0, para todo n € N. Fazendo
a

Tpt1/ Ty, Obtemos:

= - = — 1+_
T antl n* a n

Topr (1P an 1( 1)’“

1 1" 1

Como lim — (1 + —) = — < 1, visto que a > 1, segue do Exemplo 3.3.2
n—+oo @ n a

que



n

. a .
Agora, considere z, = - Assim, x, > 0, para todo n € N. Fazendo
n!

Tpt1/Tn, Obtemos:

ntl n! a

Tn+1 o a

Tp (n+1)! a* n+1

Como lim
n—+oon + 1

=0 < 1, visto que a > 1, segue do Exemplo 3.3.2 que

lim — =0,
n—+o0o n!
|
Por fim, considere x, = . Assim, z,, > 0, para todo n € N. Fazendo
nn
Tpi1/%y, Obtemos:
Tppr  (n+1)! " (n4+1)n™ " 1
r, (n+1D) ol (41Dt (n 1) 1+l
n
. 1
Como lim — | =< 1 (Exemplo 3.3.5), segue do Exemplo 3.3.2
n—-+oo 1 + - (&
n
que
|
lim o 0

Exemplo 3.3.7 Mostre que dado a > 0, tomando x, = /a = a%, entao,
temos que x, — 1.

- 1 1 1 1
Solugao: Sea>1,comon+1>n= e < —, segue que a1 < an e,
n n
consequentemente, r, é uma sequéncia monotona decrescente. Além disso,

1 7’ A . 7’ . . .
como 0 < an» < a', segue que z,, ¢ uma sequéncia também limitada e, por isso,
convergente. Seja limx,, = L. Entao, segue do Teorema 3.1.2 que qualquer

subsequeéncia sua também converge para L. Dali, tome a subsequéncia dada
1

por xx = aktt+,

Como
1 1 1
k(k+1) k k+1
segue que
1 11 a%
T = akk+) = gk k1 = T
ak+1
E, consequentemente, segue que
) . ak limak L
limz, =lim —— = — = =1
a¥1  limae®1 L

Portanto, z, — 1. |
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Exemplo 3.3.8 Mostre que a sequéncia (x,) tal que x, = {/n = nw con-
vergem para 1.

~ 1, . , .
Solugao: Temos que z, = n» é maior do que 1. Além disso, como

:En>:17n+1(:>n% >(n+1)%+1<i)n”+1>(n+1)"(:)

" 1\"
nm n

que é verdade para todo n > 3 (Exemplo 3.3.5), segue que a sequéncia
definida por x,, é limitada e decrescente e, por isso, convergente. Seja L =
lim z,,. Assim, temos que L > 1, visto que x,, > 1.

Agora, considere a subsequéncia (2n)2r. Da,

L2 = lim [(Qn);n]z — lim [2% n*} —1.-L=1.

Portanto, como L # 0 e L? = L, segue que L = 1 e, consequentemente, segue
que /n — 1. [

Exemplo 3.3.9 (Aproximacgdes Sucessivas da Raiz Quadrada): O
meétodo a sequir vem sendo utilizado para obter um valor aprorimado para a
raiz quadrada de qualquer numero real positivo:

“Considere um nimero real x1 > +/a. Assim, para cada n > 1 obtenha de
forma iterativa o valor de x,.1 por:
a

2

Tnt1 =

Assim, essa sequéncia converge para \/a.”

Solugao: Primeiro mostremos que a sequéncia definida por x,, é limitada.
Para isso, observe que para qualquer niimero real x satisfazendo x > /a nos
leva a

x\/5>\/5-\/5:>m\/5>a:>\/5>g:>x>\/5>9.
X Xz

a
T+ —
Por outro lado, considere y = L ou seja, y é a média aritmética dos
) a a a
numeros r e — e como xr > —, segue que — < y < z. Por outro lado,
x x x

a Y g L , a
xr - — = \/a e, consequentemente, a média geométrica dos nimeros x e —
T T

é igual a y/a e, por isso, v/a < y. Portanto,

a
T+ =
Va <y <z, ouseja, Va < 21: < x, para todo z > /a.
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Portanto, x,, é limitada. Como x, é uma sequéncia decrescente, segue que

essa sequéncia é convergente. Considere L € R tal que z, — L. Entao,
fazendo n — +o00 na igualdade

a
Ty + —
x’I’L

Tnt1 =

2 Y
temos que:

L+—
C = L
2

:2L=L+%:L2:a:L:\/E.

Agora, vamos aos exercicios.

26





