Capitulo 6

Limites de Funcoes

No Capitulo 3 fizemos um estudo de limites. S6 que aquele limite estudado
era um caso particular, onde a funcao era da forma f : N — R. Nesse
capitulo vamos estudar o caso geral, onde X C R é um subconjunto qualquer
e f: X — R étambém uma funcao qualquer.

6.1 Definicao e Primeiras Propriedades

Definigao 6.1.1 Sejam X C R um subconjunto de nimeros reais, a € X'
e f: X CR — R uma funcao real de uma varidvel real. Dizemos que o
nimero real L € o Limite de f(x) quando x tende a a, e escrevemos

lim f(z) =L

r—a

quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, podemos obter 6 > 0 tal que
se tenha | f(x) — L| < € sempre que x € X ¢ 0 < |x —a| < ¢.

De uma maneira simbdlica temos que:

limf(x) =L:=Ve>0,36>02€X,0<|z—a|<d=|f(x)—L|<e

r—ra

Outra maneira de lermos a defini¢ao de limite é “lim f(x) = L quer dizer que
r—a

podemos tomar f(z) tao préximo de L quanto se queira, para isso, é preciso
tomar x € X suficientemente proximo de a, porém diferente de a.

Exemplo 6.1.1 Seja f(z) =4x — 7. Mostre que hI% f(z) =5.
z—

Solucao: Seja € > 0. Temos que lir% f(z) = 5 se existe 6 > 0 tal que se
z—
tenha |f(x) — 5| < €, sempre que 0 < |z — 3] < § e x € R. Observe que
|f(x) = 5| =|(4x —7) — 5] = |4z — 12| = 4|z — 3| < 40.

Assim, se § = ;1, temos que |f(z) — 5| < ¢, sempre que 0 < |z — 3] < 4.
Portanto, lirré f(z) =5. [ |

T—r
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Exemplo 6.1.2 Prove que lim(2?) = 4.

r—2

Solucao: Seja € > 0. Temos que lin%(xz) = 4 se existe § > 0 tal que
T—r

|22 — 4] < € sempre que z € R e 0 < |z — 2| < 4. Observe que
lz -2 <& |2® —4|=|zv -2 |z +2| <z + 2]

Na definicao de limite, é natural pensarmos que os nimeros € e § s20 nUMeros
pequenos, visto que desejamos estudar o comportamento do valor da funcao
quando os elementos do dominio se aproxima de a. Por isso, podemos tomar
0 < 1. Assim,

lr—2/<i<le-l<r—-2<le3<zr+2<be

& - b5<r+2<b&e |r+2] <5

Logo, se § = min {1, g}, segue que |22 — 4| < € sempre que 0 < |z — 2| < 6.
Portanto, lim (%) = 4. [ |
T—2

Observagao 6.1.1 1. A restricao 0 < |x — a| equivale a dizer que x # a,
ou seja, o limite de uma funcao quando x — a existe, mesmo quando
f(a) ndo estd definido, visto que deseja-se entender o comportamento
da funcao quando se aprorima de a, nao importando o que acontece no
proprio ponto a.

2. Na definicao de limite € essencial que a seja um ponto de acumulacdo de
X pois, caso contrdrio, existiria um € > 0 tal que (a —€,a+€e)NX = &
e, por isso, nao existiria o limite. Porém, o fato de a ser ou ndo, um
elemento de X ¢ irrelevante.

3. Uma das aplicacoes mais importantes de limite esta relacionada com a
Derivada de uma fun¢ao, onde estuda-se o limite lim g(x), com q(x) =
Tr—a

f(x) — f(a)

r—a

, que nao estd definido para x = a.

4. Negar a definicao de limite equivale a dizer que existe um niumero € > 0
com a sequinte propriedade: para todo 6 > 0, podemos encontrar um
r € X tal que 0 < |x —a| <& mas |f(x) — L| > e.

Teorema 6.1.1 Sejam f,g : X C R — R funcoes reais de uma varidvel

real, a € X', lim f(xz) = L e limg(x) = M. Se L < M, entao, existe 6 > 0
T—a Tr—a

tal que f(z) < g(x) para todo x € X tal que 0 < |z —al| < 0.

L+ M
Demonstracao: Seja K = i

. Tome e = K — L = M — K, entao,
e > 0 e, além disso, K = L+ ¢ = M —e. Pela definicao de limite, temos que:

e existe 9 > 0talquex € X, 0 < |[x—a| < = |f(x) — L| < ¢, ou seja,
L—e< flz)<L+e=K;
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e cxiste o > 0 tal que x € X, 0 < |z —a| < 02 = |g(z) — M| < ¢, ou
seja, K =M —e < g(x) < L+e

Assim, tomando § = max{d,d2}, temos que z € X, 0 < |[x —a|] < § =
f(z) < K < g(x), terminando a demonstragao do resultado. [ |

Observacao 6.1.2 1. A hipdtese L < M nao pode ser substituida por
L < M no Teorema 6.1.1. Por exemplo, as funcgoes f(x) = sen(x)

1
e g(x) = — ambas convergem para zero, quando x — 0, mas sempre
T
existem x1 < xy < x3 < T4 tais que f(z1) < g(x2) e g(xs) < f(xy).
2. No Teorema 6.1.1 podemos tomar > no lugar de < que o resultado per-

manece valido (basta trocar f por g na demonstragdo que o resultado sai
naturalmente) e, por isso, essa troca ser usada sem mais comentdrios.

Corolério 6.1.1 Se lim f(z) = L < M, entao, existe 6 > 0 tal que f(z) <
Tr—ra
M, para todo = tal que 0 < |z — a| <.

Demonstracao: Tome g(z) = M, para todo x e aplique o Teorema 6.1.1.
|

Corolario 6.1.2 Sejam lim f(x) = L e lim g(x) = M. Se f(x) < g(x) para
Tr—a Tr—a
todo x € X \ {a}, entdo, L < M.

Demonstracao: Suponha que M < L. Entao, pelo Teorema 6.1.1 tem-
se que existe 6 > 0 tal que g(x) < f(x) para todo z € X, o que é uma
contradicao com a hipotese. |

Teorema 6.1.2 (Teorema do Sanduiche:) Sejam f,g,h: X C R — R
fungoes reais de uma varidvel real, a € X', lim f(x) = limg(z) = L. Se
r—a r—a

f(z) < h(z) < g(x), para todo x € X \ {a}, entdo, lim h(x) = L.
Tr—a

Demonstracao: Seja e > 0. Pela definicao de limite, temos que:

e cxiste 0y > 0tal quex € X, 0 < |r—a| < = |f(x) — L| < ¢, ou seja,
L—e< f(x)<L+e¢

e cxiste 0y > 0 tal que z € X, 0 < |z —a| < dy = |g(z) — L| < ¢, ou seja,
L—e<g(x)<L+e

Assim, tomando § = min{d;,d2}, temosquez € X, 0 < |[r—a| < § = f(x) <

h(z) < g(x), ou seja, dado € > 0, existe um § > 0 tal que h(x) €]L —¢€, L+ €|

sempre que x € X, 0 < |x — a|] < 4 e, portanto, lim h(x) = L. [ |
T—a

Observacao 6.1.3 A nocgao de limite € local, ou seja, dadas as funcoes f, g :

X CR =R edado a € X', se existir uma vizinhanca V' do ponto a tal que

f(z) = g(x), para todo v € VN(X\{a}), entao, existe lim f(x) se, e somente
Tr—a

se, existe lim g(x).
T—a
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Teorema 6.1.3 Sejam f: X CR =R ea € X'. Assim, lim f(z) = L se,
r—a

e somente se, toda sequéncia de pontos x,, € X \{a}, com x,, — a, tenhamos
que lim f(x,) = L.

Demonstragao: (=) Como lim f(z), dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

Tr—a
reXel<|r—al<d=|f(z)-L|<e

Seja x, € X \ {a} uma sequéncia com z,, — a. Entao, existe um ng € N tal
que se n > ng, entdo, 0 < |z, — a| < 0. Portanto, para todo n > ng, temos
que z, € X\{a}, 0 < |z, —a| <6 =|f(z,) — L| <e, ouseja, lim f(x,) = L.

(<) Suponha que a reciproca nao seja verdadeira, ou seja, que toda sequéncia
de pontos z, € X \ {a}, com z, — a, tenhamos que lim f(x,) = L mas
lim f(z) # L. Assim, existe um e¢ > 0 tal que para todo n € N existe
Tr—a

1

z, € X\{a}, com 0 < |z, —a| < —, mas |f(z)—L| > e. Assim, z,, € X\ {a},
n

com z, — a, mas lim f(z,) # L, o que contraria a hipétese. Portanto,

lim f(z) = L. [ |

r—ra

Corolario 6.1.3 (Unicidade do Limite:) Sejam f: X CR >R ea € X'
Se lim f(z) = L e lim f(z) = M, entao, L = M.
r—a r—a

Demonstragao: Seja (z,,) uma sequéncia de pontos de X \ {a} tal que
T, — a. Assim, temos que L = lim f(x,) e M = lim f(z,). Dai, do Teorema
3.1.1, segue que M = L. |

Corolario 6.1.4 Sejam f,g: X CR - R ea € X', com lim f(z) =L e

T—ra
lim g(z) = M. Entao,
T—a
1. im(f £g)(x) =L+ M;

T—a

2. im(f-g)(x)=L-M;

T—a

3. lim <i> (x) = %, se M #0;

T—a g

4. Se lim f

Tr—ra

() =0 e se g € limitada numa vizinhan¢a de a, entao, temos
que lim(f - g)(x) = 0.
r—a

Demonstragao: Basta tomar uma sequéncia de pontos de X \ {a} tal que
rn, — a e aplique os Teoremas 3.3.1 e 3.3.2. |

Teorema 6.1.4 Sejam f: X CR = R ea € X'. Se eziste lim f(z), entao,

r—a
f € limitada numa vizinhanca de a, isto €, exitem 0,c > 0 tais que

reX, 0<|z—a|<d=|f(z) <ec
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Demonstragao: Tome ¢ = 1. Como lim f(z) = L, existe § > 0 tal que
r—a

reX,0<|x—al<d=|f(xr)— L| <1. Assim,
[f(@)] = [f(z) = L+ L| < [f(x) = L| + |L] < [L] + 1.

Assim, tomando ¢ = |L| + 1, temos o resultado. [ |

Exemplo 6.1.3 1. Seja f: R — R dada por f(x) = ¢, onde c € R é uma
constante. Entao, lim f(x) = c.
r—a

2. Seja f : R — R dada por f(zx) = x. Entdo, lim f(z) = a.

T—ra

3. Seja f : R — R dada por f(z) = Zaixi, a; € R (para todo i), um
i=0
polinémio, ou seja, f(x) = apa™ + ap_12" 1 + -+ + a1z + ag. Entdo,

lim () = f(a).

4. Sejam, f e g dois polinémios. Entdo, lim i(x) = M

fim @) se g(a) # 0.

5. Seja h(z) = ‘;((i)

reescrever f(x) = (x —a)™ fi(z) e g(z) = (x —a)"g1(x), com fi(a) # 0

uma fungdo racional, com g(a) = 0. Assim, podemos

e gi(a) # 0.
e Se m = n, entdo, h(z) = /() = hiz) e, consequentemente,
” 9(x)  qi(z)
. _Jila
ilg‘lb hlw) = gi(a)

e Sem < n, entao, o numerador tende a uma constante ¢ # 0 e o
denominador tende a zero. Isso implica que lim h(x) ndo eziste.
Tr—ra

e Se m > n, entao, o numerador tende a zero e o denominador
tende a uma constante ¢ # 0. Isso implica que lim h(x) = 0.
r—a

Exemplo 6.1.4 Seja X = R\ {0}. Entdo, temos que 0 € X'. Considere
1
f X — R dada por f(x) = sen <X> Entao, temos que lin% f(z) nao
T—>

existe.

De fato: Tome z, = é tal que lim z, = 0, mas lim f(z) = +1,
z—0 z—0

(2n— )7
dependendo da paridade de n. Portanto, lirr(l) f(z) nao existe. Il
z—

Exemplo 6.1.5 Seja X = R\ {0}. Entao, temos que 0 € X'. Considere

1
g: X — R dada por g(x) = xsen <) Entao, temos que liH(l) f(z) =0.
T—
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De fato: Temos x — 0 e que

1
sen (—)‘ < 1. Portanto, lim g(z) =0. O
X x—0

Observacgao 6.1.4 Os grdficos das funcoes apresentadas nos Exemplos 6.1.4
e 6.1.5 estao apresentados na Figura 6.1.4. Observe como o comportamento
de cada uma das funcoes € diferente quando x tende de zero.

sen(1/x) ]xsen(1/x)\

0608 04

Figura 6.1: Esbogo do gréfico das fungdes f(z) = sen (+) e g(z) = zsen (+).

Exemplo 6.1.6 Seja f: R — R dada por f(x) =0sex € Qe f(z) =1 se
x € QY. Assim, lir% f(z) nao existe.
r—r

Solugao: Dado qualquer a € R, temos que existe uma sequéncia x, # a,
s6 de nimeros racionais, que converge para a e, por isso, x, — a e f(x,) —
0. Analogamente, temos que existe uma sequéncia y, # a, s6 de nimeros
irracionais, que converge para a e, por isso, y, — a e f(x,) — 1. Portanto,
lim f(z) nao existe. [
z—0

Observacao 6.1.5 Dois dos limites muito importantes na matemdtica sao:

. sen(x .oet—1
hmﬁ =1lelim—— = 1.
z—0 xX z—0 x
A demonstracao desses resultados exigem um tratamento mais rigoroso das
funcoes trigonométricas e exponencial, o que nao serd feito nesse curso e,

por isso, as mesmas podem ser obtidas nas referéncias bdsicas.
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