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b) A derivada parcial de f em relacao a y fica dada por:

OF (5 gy = tim LY TR = F@y) ) 20yt k) —dly+ k) = Qoy —dy)

dy k—0 k k—0 L

~ lim 2y + 22k — 4y — 4h — 22y + 4y ~ im 2xk — 4k ~ Jim(204) = 204,
k—0 k k—0 k =0

0
Portanto, a—‘;(x, y) =2z — 4.

of B of B B
¢) Como %(x,y) = 2y, segue que g(l, )=2-1=2.

of af
— =2z —4 —(-1,1)=2-(—-1) —4 = —6.
d) Como o (x,y) = 2x — 4, segue que 8y( 1) (—1) 6

0
Exemplo 1.9.2 Utilize a Definicdao 1.9.1 para encontrar as func¢oes a—f(x, Y)
x

e g—f(a:,y), sendo f(z,y) = 32% — 2xy + y*.
Y

Solugao: A derivada parcial de f em relacao a x fica dada por:

ar ) = Jim N -
. 3(x+h)? = 2(x + h)y +y* — (32 — 2xy + ¢?)
= lim =
h—0 h
_ 32?4 6xh + 3h* — 2zy — 2yh + y* — 32 + 22y — y®
. 6zh + 3h% —2yh .
—}1}_}1% h —£%(6x+3h—2y)—6x—2y.

Por outro lado, a derivada parcial de f em relacao a y fica dada por:

g, ©y) = lim k =
. 32 =2z(y+ k) + (y+ k)* — (322 — 22y + y?)
= lim =
k—0 k
1 322 — 2xy — 22k + % + 2yk + k% — 322 + 22y — o? B
~ 50 k N
—2xk + 2yk + k?
= lim =~ TR R lim(—2x 4 2y + k) = —2z + 2y.
k—0 k k—0

De forma similar a que foi feita em funcoes reais de uma variavel real,
a definicao de derivadas parciais de f em relagao a variavel x; pode ser
adaptada para um ponto especifico, como apresentada a seguir.
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Defini¢ao 1.9.2 Sejam f: D C R" — R uma fungio e A = (a1,--- ,a,) €
D. Entao,

af (A) — llm f(aly--- ,ai—laai+hi7ai+1’-.- 7an) —f(aq’-.. Syt e ’an)

Y

se o limite existir.

Exemplo 1.9.3 Calcule g—f(?), —2) e g—f(O, 1), sendo f :R™ — R a fungao
T Y

dada por
fz,y) = 32" = 2zy + y*.

Solugao: Para a derivada parcial de f em relacao a x, aplicada ao ponto
(3, —2), temos que:

of o fBHR=2)— f(3,-2)

i 33+ h)? =23+ h)(—2) + (—2)* — (3.32 = 2.3.(—=2) + (—2)*)
= oo h n
. 2714+ 18h4+3h* 4+ 1244h +4 43
= o h N

1 214
i ORS00 gh) — 2240 = 22
h—0 h h—0

Por outro lado, para a derivada parcial de f em relacao a y, aplicada ao
ponto (0, 1), temos que:

gy 1) = n =
. 3:02=2-0-(1+h)+(1+h)?*—(0—-0+1?%
= lim =
h—0 h
. 1+2h+h*—1
= lim =
h—0 h
2 2
i Y e n) =2
h—0 h h—0
Portanto, g—i(i’), —2)=22¢ g—;(o, 1) =2. [ |

E importante ressaltar que a Definicao 1.9.1 gera uma fungao e, por essa
razao, estao sendo exibidas todas as derivadas parciais da funcao f em relacao
a variavel x;. Ja a Definicao 1.9.2 gera um ponto, ou seja, ela dd o valor
da derivada parcial de f em relacao a variavel x; num ponto A especifico.
Considerando x; = a; + h;, se h; — 0, segue que x; — a; e h; = x; — a;.
Consequentemente, a Definicao 1.9.2 pode ser reescrita como a seguir.
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Defini¢ao 1.9.3 Sejam f: D C R" — R uma fungio e A = (ay,--- ,a,) €
D. Assim,

af(A): lim f(al,-.- sy Aj—1, Ljy Ajg 1, " - 7an)—f<a1’-.. Sy 7an)

al’i T;—a; T; — a;

)

se o limite existir.

Para duas variaveis, reescrevendo as derivadas parciais de f em relacao a
x ou a y, no ponto (a,b) € Dy, segundo a Defini¢do 1.9.3, temos que:

g(a, b) = lim f(z,b) = fla, b), se o limite existir, e
Ox z—a r—a

é)—f(a, b) = lim fla,y) = Jla, b), se o limite existir.
0y y—b y—>b

Exemplo 1.9.4 Calcule g—f(?), —2) para a fung¢do
x

flz,y) = 322 — 2zy + 2.

Solugao: Observe que

—2) = /(3,2 24 dp+4—4
ou vs r—3 T—3 rz—3
g BEEBE ) s 13) —0 4 13— 22.
z—3 r—3 23

Observacao 1.9.2 Comparando as Definicoes de derivada parcial de uma
funcao f em relagao a uma varidvel x;, percebemos que essa € similar a de-
rivada de uma funcao real de uma variavel, da sequinte forma: sendo x; a
variavel em estudo, as demais varidveis estao fizadas. Por isso, podemos

considerar a funcdo ¢(x;) = f(ay, -+ ,ai—1,Ti i1, ,ay) €, consequente-
mente,

d¢ of

dl’i ('T’L> = a_xi(ah Ty A1, Ty Qg1 7an>~

d
Por exemplo, para fungoes de duas varidveis f, € a derivada d—¢(x) da fungao
x

d
o(x) = f(z,y), com y constante. Analogamente, f, é a derivada d—gp(y) da
Y
funcgao p(y) = f(z,y), com x constante.

Exemplo 1.9.5 Encontre f.(z,y) e f,(x,y), sendo f : R* — R a fungdo
dada por
f(z,y) = 32° — 42y + sen(xy?).
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Solugao: Tomando f como sendo uma funcao da variavel z, consequente-
mente, mantendo y constante, temos que

0

£l 9) = 2-(38%) — o (da%) + ~-(sen(r?)) =

= 92? — 82y + y* cos(xy?).

Por outro lado, considerando f como sendo uma func¢ao da variavel y, por
isso mantemos x constante, temos que

Foey) = 2308 — 2 (aa?y) + a%(sen(xy?)) -

= —42% + 2wy cos(xy?).
|

Exemplo 1.9.6 Encontre f.(z,y) e f,(z,y), sendo f : D C R* - R a
funcao dada por

flz,y) = — In(zy).

x2 4 y?

Solugao: Considerando f como sendo uma funcao de x, entao, temos que

0 1 1 0 1 0
T = — ——l = - — 2 2 —_——
o) = 5 (s = e ) = o e @) o ) =
2x
= fu(z,y) = —m -
Por outro lado, mantendo x fixo, temos que
0 1 1 0 1 0
S . | R Sy 0o R A W
2y 1
= Y) = e — —
M) = =G e 7y
|
Exemplo 1.9.7 Dado
vy(z? — y°)
_ 0,0
‘]L"(:E7 y) — an + y2 I s€ ‘,L‘7y) % ( ? ) ,
0, se (z,y)=1(0,0)
mostre que:
a) f(0,y) = —y, para todo y; b) fy(x,0) =2z para todo x.
Solucgao:
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a) Para y # 0, temos que

ry(@® —y)
IR f(x7y)_f(07y)_ : $2+y2 - _
fa(0,y) = lim —=—="—— = lim . —
oy@ -yt -y
m = = —y.
=0 12 + 92 y?
Por outro lado, sendo y = 0, entao,
.. f(xz,0) = f(0,0) .. 0-0 R
OO =IT T T =0y
Portanto, f.(0,y) = —y, para todo y.
b) Se x # 0, temos que
zy(z® —y?)
— 0 2 2
y—0 Yy — 0 y—0 Yy
2,2 3
:limgp(x2 y):x__x
y=0 a2 4 92 x2
Por outro lado, sendo x = 0, entao,
0,y) — (0,0 0-0
£,(0,0) = 1im 2O = SO0 020 00—
y—0 y—20 y—=0 Yy y—0

Portanto, f,(x,0) = x, para todo z.

Pela similaridade entre derivadas parciais e a derivada de funcoes reais
de uma variavel real, obtemos os resultados a seguir, cuja demonstracao fica
deixada como exercicio.

Teorema 1.9.1 Sejam f,g: D C R* — R funcoes, P € D e uma constante
k € R. Entao, sao vdlidas as sequintes propriedades:

a) aii (k) =0; d) 8‘1 () = nal™ ', n € Q;
b) el = 1 ) (K (P) = k- (F(P));
c) %(xj) =0, sei#j;

1) o (f £9)(P) = 2P £ 2P,

9 F-( - 9)(P) = 5 (P) - o(P)+ 1(P)- 5L(P);
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dg

= (P)-g(P) = f(P) 5=(P)
Iz \ g (9(P))?
i) Regra da Cadeia: Seja h: B C R — R uma func¢ao, entdo,
0 Yy of
S (ho F)(P) = W(H(P) - 55(P)
Demonstragao: Exercicios. |

Exemplo 1.9.8 Considere a fungio dada por f(x,y) = arctan(z? + y?).
Sendo assim, calcule:

Tew v Pew ggan 9 2eo.

Solugao: Primeiro, vamos obter a derivada da fun¢ao u = f(v) = arctan(v).

~ U .
Sendo u = arctan(v), entao, queremos obter T Assim,
v

du_

=1
dv

u = arctan(v) = tan(u) = v = d%}(tan(u)) = %(v} = sec?(u)

Como tan?(u)+1 = sec?(u), segue que sec?(u) = 1+v? e, consequentemente,

du 1
dv 2 +1
Assim, temos que:
a) Considerando v = z? + y?, segue que a_v = 2x e, consequentemente,
x
of 9 2 2 2 2 1
it — — (arct L - - .9
seja,
8f( ) 2x
—(r,y) = ———FF—.
oz Y (22 +y?)? +1
b) Analogamente, considerando v = z*+%?, segue que a_v = 2y e, consequen-
)
af d 2 oy 05 1
temente, —(x,y) = — (arctan)(z"+y°) — (2" 4+VY°) = ———5—>"29,
ou seja,
of 2y
—<l’,y) 73 2\2
dy (22 +9y?)2 +1

¢) Do Item (a), temos que

of . .. 21 2.1 2
= (@)

wy=ay (P12 +1 5
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d) Do Item (b), temos que

of B 2y 2.0
ay 0= <<x2+y2>2+1)

= - =0.
(024 0%)2 + 1

(x,y)Z(O,O)

Seja f : D1 C R™ — R uma fungao tal que w = f(P), P € D;. Entao,
temos que f pode ser reescrita como sendo uma funcao g : Dy C R*™ — R
tal que g(P,w(P)) = 0, para todo P € D;. No primeiro caso, ou seja, quando
w = f(P), dizemos que a fungao w estd definida Explicitamente. J& no caso
g(P,w(P)) = 0, dizemos que w esta definida Implicitamente. Por exemplo, a
calota superior da esfera centrada na origem e raio 1 pode ser representada
de forma explicita pela equacao w = f(z,y) = /1 — 22 — y2, ou de forma
implicita pela expressao a2 + y? 4+ 22 = 1, z > 0. Vamos tentar calcular a
derivada parcial de fungoes conhecendo a sua representacao implicita.

Exemplo 1.9.9 Seja z = f(x,y) a funcdo dada implicitamente por x> +y*+

0 0
22 =1, com z > 0. Obtenha o € —Z
or Oy
- 0z 0z ) -,
Solugao: Para o caso 92 temos que e # 0, visto que z nao é constante
x x
em relacao a x. Por isso, segue que
9 (5 2 2 9 9 (5 9 9 9 (4
— =—(1) = =— — — =0=
8x($ +y +Z> 81*() 8x(x)+8x(y)+8x(z)
0z —2x —x

0
=2 0420 = 0= = ,
Ox Ox 2z V1 — 22 — 2

0z 0z

com z? + y? < 1. J4 para o caso 50 temos que 5 # 0, visto que z nao é
Y

constante em relacao a y. Por isso, segue que

0 0 0 0 0
gy &Y ) =5 )= 5 () + 5 () + 5 (F) =0=
0z _ 0z -2  —y
O =0T e T e T Y
com 2% +y? < 1. -

Exemplo 1.9.10 Suponha que z = f(z,y) seja dada implicitamente pela
equacdo e = x? + y?> + 22, Suponha que f admita derivada parcial em

. 0z
relacdo a x. Expresse — em termos de x, y e z.

0z

Solugao: Para todo (z,y) € Dy temos que

0
exyz:x2+y2+zz:8_[exyz]:_[$2+y2+22}:
T

ox
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0 0 0 0
= e p [zyz] =22+ 0+ 228_; = eV (yz + zya—;) =2r+ 2za—z =

x x
0z 0z  2x —yze™V*
= = Y2 9.\ — Qg — wyz o 22 2 I
ox (wye 2 royse or  xye™w? — 2z
[ |
Exemplo 1.9.11 Seja ¢ : R — R uma funcgao derivdvel. Considere a fun¢ao
0 0]
o(r.) = 9{a® +y7). Verifique que 52(1,1) = F2(1,1).

Solugao: Observe que g(x,y) = ¢(u), onde u = x> +y*. Dai, pela regra da
cadeia temos que

ag g d_u @ o / @ _ /
Llay) = ()T = 52 (a.y) = 209/ (w) = 52 (1,1) = 26/(2)
Analogamente, temos que
dg _gondu g o g o
Portanto,
99 ooy 99

Exemplo 1.9.12 Seja
23—y
Flz,y) = { 2 (z,y) # (0,0)

Entao, determine:

0 0
W) L), b) o).
Solucao:

a) Calculemos %(.x,y). Se (x,y) # (0,0), entao,

0 0
of 5 Y @yt = (@ =) - (@ )
o (1,y) = & 2 | ,2)2 - -
ox (2 +y?)

32 +y?) — 2x(2® —y?) | 3xt 4 32%y? — 22t + 22y
B (22 + y2)? B (22 +y?)? B
2t 4 3277 4 2xy°

o (352 +y2)2
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Por outro lado, se (x,y) = (0,0), entao, segue que

.T3—02

97 0.0y = timn L& = SO0 _ 22402 @y

ox z—0 x—0 z—0 T =0 T

Portanto, temos que

of xt + 32%y? + 2xy?
%(ﬂ% y) = (2 +y?)2
1, S€ (x,y) = (070)

b) Calculemos g—f(x, y). Para (z,y) # (0,0), temos que
Y

0 0
of 9y V) (@) = (@ =) 5 (27 4 )
%(‘Tay) = (iL'2 +y2>2 =
_ 2@ +y?) — 2y —y?) 227y — 27 — 2%y + 27
(22 +y?)? (22 + y?)?
22y —22%y  —22%y(1l 4 )
(@) (a2 y?)?

Por outro lado, para (z,y) = (0,0), segue que

03_y2
) 0,y) — (0,0 21 2 .
9 0.0y = i LOW = SO0 0y T
dy y—0 y—0 y—0 Y y—0

0
e, por isso, temos que 6—(0, 0) néo existe. Portanto,
Yy

—22%y(1 + z)
o A
_f(m’y) = (x2 + y2)2 ( )
Y Se x7y -

, se (z,y) # (0,0)
0,0

—~
~—

Interpretacao Geométrica Para Derivadas Parciais de
Funcgoes de Duas Variaveis

Seja f: D C R? = R uma funcao real de duas varidveis. Veremos que uma
das interpretacoes geométrica para derivadas parciais de f estd relacionada
com a inclinagao de reta tangente, ideia similar a apresentada para fungoes
reais de uma variavel real.

Como f é uma funcao de duas variaveis, segue que o grafico de f é uma
superficie s, cuja equacao fica dada por z = f(z,y). Considere (a,b) € D.
Se y é mantido constante, digamos, y = b, entao, temos que z = f(z,b) é a
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equacgao de uma curva « dada pelo trago da superficie s no plano y = b. A
curva « € obtida pelas equacoes:

y=bez=f(x,y), (1.1)

visto que a é a curva que surge da intersecao dessas duas superficies. Assim,
fz(a,b) nos fornece a inclinac¢ao da reta tangente a curva o dada pela Equagao
1.1 no ponto P = (a,b, f(a,b)), no plano y = b, como visto na Figura 1.21.

Reta Tangente a curva «

A
1
1
1
1

Figura 1.21: Tlustragao da reta tangente de inclinagao dada por f,(a,b).

Analogamente, f,(a,b) representa a inclinagdo da reta tangente a curva
a dada pela Equagao 1.2 no ponto P = (a,b, f(a,b)), no plano = a, como
visto na Figura 1.22.

r=aez=f(z,y). (1.2)

-

Reta Aangente & curva @
1

Figura 1.22: Ilustragao da reta tangente de inclinagao dada por f,(a,b).

Vejamos uma aplicagao.

Exemplo 1.9.13 FEncontre a inclinacao da reta tangente a curva de in-
1

tersecao das superficies z = 5\/24 — 22— 2y% com o plano y = 2, no ponto

P =(2,2,V/3).
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Solugao: A inclinacao da reta tangente pedida é o valor da derivada parcial
de f(z,y), em relagao a varidvel x visto que y estd fixado, no ponto P =

(2,2,v/3). Como

1.(—2%) "

2
z\T, = = - )
fa(@,9) 2¢/24 — x? — 292 2¢/24 — x? — 292

segue que a inclinagao da reta tangente no ponto pedido fica dada por

f(2,2) = —%.

Outra interpretacao para derivadas parciais esta relacionada com taxas
de variacoes. Entao, se f é uma funcao de duas variaveis, x e y, a derivada
parcial de f em relagdo a = no ponto A = (a,b) dd a taxa de variagao
instantanea, em A, de f(z,y) por unidade de variacdo de x, mantendo y
constante. Analogamente, a derivada parcial de f em relacao a y, no ponto
A = (a,b), d& a taxa de variagdo instantanea de f(x,y) por unidade de
variacao de y, mantendo x constante.

Exemplo 1.9.14 De acordo com a Lei dos Gases Ideais, para um gds con-
finado, se P newton por metros quadrados é a pressao, V metros cibicos € o
volume e T' graus € a temperatura, entdo, temos que

PV = kT,

onde k € uma constante de proporcionalidade. Suponha que o volume de um
gds em certo recipiente seja 100m?, que a temperatura seja de 90° e que a
constante de proporcionalidade seja k = 8.

a) Encontre a taza de variagio de P, por unidade de varia¢io de T, se V
permanece constante;

b) Use o resultado do Item (a) para encontrar o valor aprozimado da taxa
de variacao da pressao, se a temperatura for aumentada para 92°;

c) Encontre a taza do volume V', por unidade de varia¢ao em P, se T' per-
manece constante;

d) Suponha que a temperatura seja mantida constante. Use o resultado do
Item (c) para encontrar a variagao aproximada do volume necessdria para
produzir a mesma variagdo na pressio que foi obtida no Item (b).

Solucgao:
a) Como P = 7 segue que a taxa de variacao de P em funcao de T fica

oP
dada por —, ou seja,

oT
oP 8 oP
— === — = 0,08
or v or ’
Portanto, taxa de variacao de P é de 0, 08 unidades de variacao da pressao

P por unidade de variagao da temperatura 7.
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b) Aumentando a temperatura para 92°, segue que hd uma variacao de 2°
OP

u.P. . .
na temperatura. Como — = 0,08 —, segue que a pressao vai ter um

w. T
aumento de 2 - 0,08 = 0,16 newton por metros quadrados. Da relagao

entre volume, pressao e temperatura PV = kT, tomando V' = 100, T" = 90
e k = 8, segue que P = 7,2. Dai, aumentando a temperatura de 90° para
92°  segue a pressao aumenta de P = 7,2 para P = 7,2+ 0,16 = 7,36
newton por metros quadrados.

¢) Como V = —» Segue que a taxa de variacao de V' em funcao de P fica

ov .
dada por P ou seja,
8_V_—8T$0_V__8-90
o°P P2 oP  (7,2)2

= —13,09.

Portanto, taxa de variagao de V é de —13,9 unidades de variacao do
volume por unidade de variagao da pressao P.

d) Por fim, como PV = kT, e kT esté fixo, temos que para a pressao aumen-
tar 7, 36 newton, a variagao do volume deve ser de 0, 16-(—13,9) = —2,224
unidades, ou seja, o volume deve diminuir em 2,224 metros cibicos.

E importante ressaltar que a existéncia das derivadas parciais de uma
funcdo f : D C R™ — R (n > 1) num ponto A € D nao garante a con-
tinuidade da funcao em A. O exemplo a seguir vai ilustrar tal comentario,
ou seja, a fungao possui derivadas parciais num ponto, mas a mesma nao é
continua nesse ponto.

Exemplo 1.9.15 Mostre que a func¢ao

Yy

—, se (=, 0,0

noy — { T % @) # 00)
0, se (z,y) = (0,0)

admite derivadas parciais em (0,0), mas que f nao € continua na origem.

Solugao: Observe que

h h —h -
9 6, 0) = lim (2,00 = h(0,0) _ 1, 0=0_¢
ox z—0 x—0 z—=0 T
oh h(0,y) — h(0,0 0-0
9 6, 0) = tim MW = MO0) ) 020 _
oy y—0 y—20 y—0 gy
oh Oh , .
Portanto, 8_(0’0) e 8_(0’0) existem. Agora, observe que se a funcao h
x x
fosse continua na origem, entdo, h(0,0) = lim h(z,y). Dessa forma,

(z,y)—(0,0)
para qualquer caminho (¢) que possua a origem, temiamos que h(0,0) =
lir% h(v(t)). Dai, como
i

t-t t? 1
lim A(t, t) = lim i =~ #0=h(0,0),

t—0 t—0 12 4 2 - tgrol@ 2
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segue que h nao é continua na origem. No Exemplo 1.7.10, ja tinhamos
mostrado que h nao é continua na origem. |

Agora, faga alguns exercicios.

1.10 Exercicio

Exercicio 1.10.1 Calcule todas as derivadas parciais possiveis, para cada
uma das funcoes a sequir.

a) f(z,y) =6x+3y—7; 7) f(r,0) = r?cos(f) — 2r.tan(h);

b) f(z,y) = 4x? — 3y, k) f(x,y,2) = 2%y — 3oy + 2yz;

c) fz,y) = 3ay + 6z — y?%; D) flx,y,2) = 2® + 4y* + 92%;

d) f(z,y) = vy* — 5y +6; m) f(x,y,z,rt)=zyr+yzt+yrt+zrt;
e) fla,y) =22 +y?% 2

n) flx,y) =e= ln(?);

1

0) f(z,y,2) = (& +y* +2°)72;

f) f(rc,y)zﬁ_y; (
p) f(r,0) =e " cos(0 +¢);
(
(

9) flz,y) = 4% + /72 + %

+
h) f(z,y) = %f q) f(x,y,z,w) = arctan(zyzw);
i) f(0,¢) =sen(30) cos(2¢); r) f(z,y,z) = 4xyz + In(2zyz);

s) f(r,s,t,u,v,w) = 3r?st + st?v — 2tuv? — tvw + Juw?;

2

0
Verifique que x - d +
ox

Exercicio 1.10.2 Considere a fun¢ao z = ———.
T +y

Y- 8_y =
Exercicio 1.10.3 Seja ¢ : R — R uma funcdo de uma varidvel real, dife-

rencidvel e tal que ¢'(1) = 4. Considere g(z,y) = ¢ (g) Calcule:
0 0
—qg(1,1); b) —g(1,1).

a) 5-9(1,1); ) 8yg( 1)

Além disso, mostre que para todo (x,y) € R?, tal que y # 0, temos que

dg dg B

Exercicio 1.10.4 Sabendo que y = y(x), encontre y' para cada item a se-
quar.
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a) x* — 5wy +3y* =T, ¢) cos(x +y) +sen(z +y) = 3;
T 1
b) sen (;) — 2 d) zer ' =5y,
, . 0z 0z
Exercicio 1.10.5 Sabendo que z = z(x,y), encontre 97 e EN para cada
T Y

item a sequar.

Vo 3
a) ity =T, c) e*V*arctan (_J;y) =2;
z
x
2

v Zz —X .
b) ¥ In (?) = e "cos(z +y); d) 4zyz + In(z? + y?) = bayz.

Exercicio 1.10.6 Seja ¢ : R — R uma funcao de uma varidvel real, di-
ferencidvel e considere f(z,y) = (2* + y*)¢ <£) Mostre que para todo
Y

(z,y) € R?, temos que

) 0
- a—i(l’,y) +y- a—i(%y) = 2f(z,y).

Exercicio 1.10.7 Encontre a inclinag¢ao da reta tangente a curva de inter-
seccdo da superficie 36z% — 9y? + 422 + 36 com os planos x =1 e z = —3 no

ponto (—1,v/12,—3).

Exercicio 1.10.8 Encontre a inclinagao da reta tangente a curva de inter-
secgdo da superficie z = x* + y* com o plano y = 1 no ponto (2,1,5). Faca
um esboco desta curva.

Exercicio 1.10.9 Encontre as inclinagoes das retas tangente a curva de in-
tersecciao da superficie x* + y? + 22 = 9 com os planos y = 2 no ponto
(1,2,2).

Exercicio 1.10.10 Use a lei dos gases ideias, apresentada no Exemplo 1.9.1/,
para um gds confinado e mostre que

ov. or ok _
or orP ov
Exercicio 1.10.11 Seja ¢ : R — R uma func¢do derivdvel tal que ¢'(3) =
4. Seja g(z,y,2) = ¢(x* + y* + 22). Calcule a—g(l, 1,1), a—g(l, 1,1) e
T Y
0
—qg(1,1,1).
azg( Y Y )
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