Capitulo 3

Sequéncia de Numeros Reais

3.1 Limite de uma sequéncia

Observacao 3.1.1 Como wvisto na Definicio 1.4.2, uma sequéncia s, de
numeros reais € qualquer funcdao f : N — R, que associa a cada nimero na-
tural n a um unico numero real x,, chamado de n-ésimo termo da sequéncia.
Notacao:

Sn = (xhx?v Ty Tny ) = (xn)neN = (Z‘n> .

Observacao 3.1.2 E importante ressaltar que uma sequéncia € diferente de
um conjunto. Observe que a sequéncia (1,1,1,---) é diferente do conjunto
{171717"'}7 ou seja,

(1,1,1,--+) #{1,1,1,--- } = {1}.

Com a mesma ideia temos que a igualdade de duas sequéncias exige que
todos elementos correspondentes das duas sequéncias sejam iguais pois, caso
contrdrio, elas serdo diferentes. Por exemplo, se s, = (0,1,0,1,0,1,---) e
rn = (0,0,1,0,0,1,---), seque que

(0,1,0,1,0,1,---) = s, # 1, = (0,0,1,0,0,1,---).

Portanto, duas sequéncias s, = (x,) e T, = (yn) sao iguais se, e somente se,
Tn = Yn, para todo n € N.

Definicao 3.1.1 Seja f : N — R uma sequéncia injetiva. Nesse caso, dize-
mos que f € uma sequéncia de termos Dois a Dois Distintos.

Observacao 3.1.3 Se f : N — R wuma sequéncia injetiva, entdo, sempre
que i # j, com i,j € N, temos que x; # x;.

Definicao 3.1.2 Uma sequéncia s, € dita ser Limitada Superiormente quando
existe ¢ € R tal que x,, < ¢, para todo n € N.

Definicao 3.1.3 Uma sequéncia s, € dita ser Limitada Inferiormente quando
existe ¢ € R tal que x,, > ¢, para todo n € N.

Definicao 3.1.4 Uma sequéncia s, ¢ dita ser Limitada quando ela é limi-
tada superiormente e inferiormente ao mesmo tempo.
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Observacao 3.1.4 Da Defini¢ao 3.1.4 temos que uma sequéncia € limitada
quando existe um nimero real positivo k tal que |x,| < k, para todo n € N.
Agora, veja alguns exemplos.

Exemplo 3.1.1 a) Usando sequéncia podemos provar que N € ilimitado.

b)

d)

De fato: Temos que a sequéncia s, dada por (x,) = (n),.y € limitada
inferiormente, wvisto que x, > 1, para todo n € N. Se s, € limitada
superiormente, entao, existe b € R tal que b = sup ({s,}). Como b € a
menor das cotas superiores do conjunto {s,}, seque que b — 1 nao é cota
superior desse conjunto e, por isso, existen € N tal que b—1 < x, = n, ou
seja, b <n+1, o que € um absurdo com a minimalidade de b. Portanto,
N ¢é ilimitado. O

Se a > 1, entdo, a sequéncia (a,) = (a,a® a3 --+) € limitada inferior-
mente, mas nao € limitada superiormente.

De fato: Como a > 1, seque que

a-a">1-a"=a"" > a",

e, por isso, a" > a, para todo n. Logo, a sequéncia (a,) € limitada
inferiormente. Por outro lado, considere a =1+ d. Como a > 1, seque
que d > 0. Assim, da Desigualdade de Bernoulli, seque que a™ > 1+ nd,
para todo n € N. Logo, para qualquer ¢ € R, como existe n € N tal que
1+ nd > ¢, temos que a™ > c e, consequentemente, (a,) nao € limitada
superiormente. ]

Se 0 < a < 1, entdo, a sequéncia (a,) = (a,a* a®,---) € limitada.

De fato: Como 0 < a < 1, seque que 1 ¢é limite superior de (a™). Logo,
a sequéncia (a,) € limitada superiormente. Por outro lado, como 0 < a™,
para todo n € N, seque que 0 é um limite inferior de (a,). Portanto, (a,)
€ limitada. O

1
A sequéncia (a,) = (—) ¢ limitada.
n neN

1
De fato: Como n € N, seque que 0 < —, para todo n. Além disso, como
n

< 1, para todo n. Portanto, a

1

n <1, seque que 1 < — e, por isso,
n

sequéncia (ay) € limitada. O

Agora vamos definir o que chamaremos de Subsequéncias.

Definigao 3.1.5 Dada uma sequéncia (x,) = (), oy, wma Subsequéncia de
(xn) € arestrigao da fungao f a um subconjunto infinito N' = {ny,ng, -+ ,ng, -
de N. Notagao:

(xnk> = (xm:mnza oy Ty ) = (mn)neN’ = (xnk)k;eN‘
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Observe que uma subsequéncia f : N' — R, na frieza da defini¢cdo, nao
é uma sequéncia, visto que N’ # N. Contudo, como podemos estabelecer
uma relagao biunivoca entre N e N, segue que a associa¢ao entre sequéncias
e subsequéncias fica bem estabelecida como uma composicao de funcgoes e,
assim, a notagao (z,,) faz sentido. Vamos a alguns exemplos.

Exemplo 3.1.2 a) Se s, = (n), entdo, so, = (2n) € uma subsequéncia,
chamada de subsequéncia dos niumeros pares.

b) Seja a < —1. Entdo, a subsequéncia (z9,) = (a*") € limitada inferior-
mente, jd que a** > 1, para todo n € N.

c) Seja a < —1. Entao, a subsequéncia (Tans1) = (a*"1) € limitada superi-
ormente, visto que a***' < —1, para todo n € N.
|

Agora falaremos de Séries Convergentes, para isso, vamos apresentar a de-
finicao de Limites de Sequéncias.

Definigao 3.1.6 Um nimero real a é dito ser o Limite da sequéncia (x,)
quando dado € > 0, existe ng € N tal que se n > ng, entdo, |z, — a| < e.
Notacao:
limz, =a, lim x, =a oux, — a.
n—-+o0o

Observacao 3.1.5 Dizer que x,, — a equivale a dizer que dado € > 0, existe
no € N tal que se n > ngy, entdo, |r, —a| < €. Assim, para n > ng temos
que |z, —al < e & x, € (a—€,a+e€) = a—e€ < x, < a+e€ ou seja,
a = limz, se todos os pontos da sequéncia, exceto um numero finito deles,
digamos (1, X2, -+ , Ty, ), estao no intervalo (a—e€,a+€), sendo que o indice
ng depende do € escolhido.

Observacao 3.1.6 Dizer que x, — a na Definicio 3.1.6 € equivalente a
dizer que para n suficientemente grande podemos tomar valores de x, tao
prozimos de a quanto se deseje, estabelecendo-se uma margem de erro € > 0.

Definicao 3.1.7 Uma sequéncia (z,,) € dita ser Convergente se eriste a € R
tal que x,, — a. Caso contrdrio, a sequéncia € dita ser Divergente.

Teorema 3.1.1 (Unicidade do Limite) Uma sequéncia ndo pode conver-
gir para dois limites diferentes.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que exista a,b € R, com a # b, tais
b —al

que x, — a e x, — b. Considere ¢ = . Assim, existe n; € N tal que

se n > ny, entdo, z, € (a — €,a + €). De maneira anéloga, existe ny € N tal
que se n > ng, entdo, x, € (b — €,b+ €). Assim, para n > ng = max{ns, ns},
temos que:

b—a|l b=z, |rn—a|l € €
= < < — —_ = 67
2 = 2 + 2 2 + 2
o que é um absurdo. Portanto, nao existe a,b € R, com a # b, tais que
T, — aex, —b. [ |
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Teorema 3.1.2 Se x,, — a, entdo, toda subsequéncia de (x,) também con-
verge para a.

Demonstracao: Como z, — a, para cada € > 0 dado, existe n, € N tal
que se n > n,, entdo, |r, —a| < €. Seja (z,,) uma subsequéncia de (x,,).
Dal, existe um indice k, € N tal que ng, > n,. Logo, se n > ny,, entao,
Tp,, € (a — € ,a+ ¢€) e, consequentemente, ,, — a. [ |

Teorema 3.1.3 Toda sequéncia convergente € limitada.

Solugao: Seja (x,) uma sequéncia convergente, digamos z,, — a. Entao,
para € = 1, existe n, € N tal que se n > n,, entdo, x, € (a—1,a+1).
Agora, considere o conjunto X = (xy, 29, -+ ,x,,,a — 1,a+1). Como X é
finito, segue que X é limitado e, por isso, podemos considerar b, ¢ € R tal que
X C [b,¢]. Consequentemente, (z,,) C [b, c] e, por isso, (z,) é uma sequéncia
limitada. |

Observe que o Teorema 3.1.3 diz que toda sequéncia convergente é limitada,
mas nao garante a reciproca. No Exemplo 3.1.3 é ilustrada a nao validade
dessa reciproca.

Exemplo 3.1.3 Mostre que a sequéncia (2,0,2,0,2,0,---), cujo termo geral
¢z, =1+ (—1)""" ndo é convergente.

Solugao: Suponha que a sequéncia S,, seja convergente para a. Assim, pelo
Teorema 3.1.2, seque que qualquer subsequéncia de S, também converge para
a. Observe a subsequéncia sg,+1 = (2,2,2,--+) é uma sequéncia constante e,
por isso, To,11 — a = 2. Por outro lado, a subsequéncia s, = (0,0,0,---)
também é uma sequéncia constante e, da mesma forma, x5, — a = 0. Por-
tanto, como as subsequéncias So, € Sg,y1 convergem para limites diferentes,
segue do Teorema 3.1.2 que s, nao é uma sequéncia convergente. |

A contra-reciproca do Teorema 3.1.3 diz que se uma sequéncia nao é limitada,
entao, ela nao pode ser convergente.

Exemplo 3.1.4 Mostre que a sequéncia (n)p,eny ndo é convergente.

Solugao: Como N nao é limitado, segue da contra-reciproca do Teorema
3.1.3 que (n)nen ndo é convergente. [ |

De uma forma geral a limitacao de uma sequéncia nao garante a convergencia.
Contudo, em alguns caso a convergéncia podera ser garantida, mas para isso
¢é preciso introduzir a nogao de Monotonicidade para sequéncias, introduzidas
a seguir.

Definicao 3.1.8 Uma sequéncia (x,,) € dita ser Mondtona Crescente quando
Ty < Tpi1, para todo n € N. Uma sequéncia (x,) é dita ser Mondétona Nao-
Decrescente quando x, < x,.1, para todo n € N.

Definicao 3.1.9 Uma sequéncia (x,) € dita ser Mondtona Decrescente quando
Ty > Tpi1, para todo n € N. Uma sequéncia (x,) é dita ser Mondétona Nao-
Crescente quando x, > T,11, para todo n € N.
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Definicao 3.1.10 Dizemos que uma sequéncia € dita ser Mondtona quando
ela € mondtona crescente, monotona decrescente, mondtona nao-crescente
ou mondtona nao-decrescente.

Observagao 3.1.7 Observe que toda sequéncia mondtona nao crescente (ou
mondtona decrescente) é limitada superiormente, visto que x1 > T,, para
todon > 1.

Por outro lado, toda sequéncia mondtona nao decrescente (ou mondtona cres-
cente) é limitada inferiormente, visto que 1 < x,, para todo n > 1.

Exemplo 3.1.5 a) A sequéncia (x,) dada por x, = 1, para todo n € N, ¢é

b)

d)

limitada, mondtona nao decrescente e mondtona nao crescente.

De fato: Observe que (x,) € constante e, por isso, x, —1 =0 < €, para
todo n € N. Portanto, x, — 1. Além disso, x,, < 1, para todo n € N
e, por isso, (x,) € mondtona nao crescente. Analogamente, x, > 1, para
todo n € N e, por isso, (x,) € mondtona nao decrescente. O

A sequéncia (x,) dada por x, = n, para todo n € N, € limitada inferior-
mente, tlimitada superiormente e mondotona crescente.

De fato: Temos que x, > 1, para todo n € N e, por isso, (x,) € limitada
inferiormente. Jd provamos que N € ilimitado e, por isso, (x,) € ilimitado
superiormente, visto que essa sequéncia € limitada inferiormente. Por
fim, como n < n+ 1, para todo n € N, seque que (x,) é mondtona
crescente. U

A sequéncia (x,) dada por x, = 0, sen € par e x,, = 1, se n € impar,
¢ limitada, mas ndo é mondtona. Além disso, a sequéncia (x,) nao é
convergente.

De fato: A sequéncia (x,) € limitada, visto que (z,) C [0,1]. Além
disso, temos que (x,) visto que ndo vale 1 > 0 > 1, para trés termos
consecutivos, comecando com um termo de posicao impar da sequéncia.
Por fim, como x9, — 0 e x9,,1 — 1, seque que a sequéncia nao converge.

O

1
A sequéncia (x,) dada por z, = —, para todo n € N, ¢ limitada e
n
mondotona decrescente.
De fato: Observe que para todo nimero natural diferente de 1, temos que
n > 1 e, consequentemente, — < 1. Além disso, como n > 0, seque que
n
— > 0 e, porisso, (x,) C [0,1], ou seja, (z,) € i,a sequéncia limitada.
n
1 1
< J—
n—+1 n
O

Por outro lado, como n < n + 1, para todo n € N, seque que

e, por isso, (x,) € uma sequéncia mondtona decrescente.

A sequéncia (x,) dada por x, = a", para todo n € N, é mondtona e
limitada (quando 0 < a <1).
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De fato: Para provar que (x,,) € limitada, quando 0 < a < 1, observe que
sea =0 oua=1 asequéncia é constante e, consequentemente, limitada.
Além disso, se 0 < a < 1, entdo, a™' < a™ < 1 e, por isso, temos que
() € limitada, visto que (x,) C [0,1], quando 0 < a < 1. No Ezemplo
3.1.1 ja provamos que a sequéncia (x,) € mondtona. U

Vamos agora a algumas propriedades envolvendo sequéncias de ntimeros re-
ais.

Teorema 3.1.4 Se uma sequéncia mondtona (x,) possui uma subsequéncia
limitada, entao, (x,) é limitada.

Demonstragao: Suponha que (z,) seja uma sequéncia monétona, digamos
nao decrescente. Assim, temos que x,, < ., para todo k € N. Seja
(2n,) C (z,) uma subsequéncia limitada. Entao, existe k € R tal que z,, <
k, para todo k € N. Observe que z, < 1, para todo n € N e, por isso, s6
falta provar que z, < k, para todo n € N. Nesse sentido, para cada n € R,
existe k£ € N tal que n < n; e, consequentemente, z,, < z,, < k, para todo
n € N. Portanto, (z,,) é limitada. A demonstragao do caso onde a sequéncia
é mondtona nao crescente é analoga e, por isso, é deixada de exercicio. W

O proximo resultado é muito importante, visto que ele nos auxilia a garantir
convergencia de sequéncias monotonas e limitadas.

Teorema 3.1.5 Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente.

Demonstragao: Seja (x,) uma sequéncia mondétona e limitada, digamos
nao decrescente. Seja X = {x1,x9, -+ ,x,, -+ } 0o conjunto formado pelos
elementos da sequéncia e tome a = sup X. Tome € > 0. Assim, temos que
a — € nao é cota superior de X e, por isso, existe ng € N tal que se n > ng,
entao, a — € < z, < a, ou seja, se n > ng, entao, a —e€ < x, < a+ € e,
consequentemente, temos que x,, — a. Caso a sequéncia seja nao crescente,
tome a = inf X para demonstrar o resultado. |

Corolario 3.1.1 Se (x,) ¢ uma sequéncia mondtona que possui uma sub-
sequéncia convergente, entao, (x,) € convergente.

Demonstragao: Como (x,) possui uma subsequéncia convergente, entao,
essa subsequéncia é limitada e, por isso, (z,) é limitada e monétona. Conse-
quentemente, (z,) é convergente. |

Observe que os ultimos resultados garante a convergéncia, mas nao fala qual
é o valor do limite. Agora, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.1.6 a) A sequéncia (x,) = (1,1,1,---) € convergente, visto que
ela € mondtona e limitada. Além disso, x,, — 1.

b) De uma forma mais geral, qualquer sequéncia (x,) = (a,a,a,---), com
a € R € convergente. Além disso, x, — a.
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c) A sequéncia (x,) = (1,2,3,4,---) ndo € convergente e, por isso, como ela
€ mondtona, ela nao pode ser limitada.
1

1
d) A sequéncia (x,) = (—) ¢ limitada, visto que 0 < — < 1, para todo
N/ hen n

1 1
n € R, e é mondtona, visto que n < n+1 = —— < —, para todo n.
n+1 n

1 .
Portanto, (— € uma sequéncia convergente.
n

e) A sequéncia (z,) = (1,0,2,0,3,0,---) ndo € convergente, visto que ela
nao € himitada.

f) A sequéncia (z,) dada por x, = a", quando 0 < a < 1, € convergente,
wisto que ela é limitada e mondtona.

Vamos agora apresentar o Teorema de Bolzano-Weiestrass. Esse teorema é
muito importante nos conceitos estudados em Analise. Antes, vamos a uma
definicao que usaremos na demostracao do teorema.

Definigao 3.1.11 Um termo xy de uma sequéncia (z,,) € chamado de Des-
tacado quando xy > x,, para todo p > k.

Corolario 3.1.2 (Teorema de Bolzano-Weierstrass): Toda sequéncia limi-
tada de numeros reais possui uma subsequéncia convertente.

Demonstracao: Para provar esse resultado s é preciso demonstrar que
toda sequéncia limitada (x,) de nimeros reais possui uma subsequéncia
monotona, visto que, cessa caso, a subsequéncia serd monotona e limitada e,
consequentemente, convergente.

Assim, seja D C N o conjunto dos indices n tais que z,, ¢ um termo destacado.
Se D for infinito, digamos D = {n; <mng < --- <n, < --- }, entdo, temos que
a subsequéncia (z,,),.,, ¢ monétona e limitada. Consequentemente, (z,)
é convergente.

neD

Por outro lado, se D ¢ finito, podemos considerar z,, o elemento com o
maior indice de D. Assim, temos que x,, € o maior termo da sequéncia que é
destacado, existe ny > n4 tal que z,,, < z,,. Como z,, nao é destacado, existe
nsg > ng tal que x,, < x,, < ,,. Prosseguindo, obtemos uma subsequéncia
crescente T, < Tp, < -+ < Ty, < --- em (x,) e, consequentemente, (z,, ) é
convergente. |

Veja alguns exemplos.

Exemplo 3.1.7 A sequéncia s,, = (— ¢ monotona decrescente e limitada.
n

1
Assim, temos que s, € convergente. Como lim — = inf{—;n € N} =0,
n n

seque que s, — 0.
|
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Exemplo 3.1.8 Seja0 < a < 1. Assim, a sequéncia (a,a® a3, ---) é mondtona
decrescente. Além disso, temos que a" — 0, pois dado € > 0, como — > 1,

a
seque do Item (1) do Ezemplo 3.1.1 que existe um indice ng € N tal que
se n > ng, entao, | — > —, ou seja, € < a". Portanto, lima"™ =

a €
inf {a";n € N} = 0.
|

Agora, vamos aos exercicios.
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