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1.7 A Integral de Funcoes Vetoriais de uma
variavel

Voce ja deve ter percebido que no estudo que fizemos até agora, estendemos
os conceitos do célculo de fungoes escalares (fungdes reais de uma varidvel
real) para as fungoes vetoriais de uma variavel real, aplicando em cada uma
das fungoes coordenadas os conceitos. O mesmo se repete nessa secao. Para
isso, vamos relembrar a ideia usada na construgao de integrais de funcoes
escalares.

Considere uma funcao f : [a,b] — R integrével e considere também P :
a =1y <t <-- <t, =buma particio de [a,b]. Chamemos de At; o
comprimento do intervalo I; = [t;_1,t;]. Se ¢; € I;, seque que podemos tomar
a soma

Z f(ei)At;,
i=1

que é chamada de Soma de Riemann de f relativa a particao P. Calculando
o limite da soma de Riemann quando ||At;|| — 0, ou seja, quando o méximo
do comprimento dos intervalos da particao tende a zero, se o limite existisse,
tinhamos a Integral de Riemann, dada por

n

b
/a ft)dt = HAltiixﬁl%Zf(ci)Ati,

i=1

Dessa forma, s6 precisamos definir a Soma de Riemann para funcgoes veto-
riais e, depois disso, precisamos calcular o valor do limite dessa soma, para
obtermos a Integral Definida de uma fungao vetorial. Como o limite e a soma
de fungoes vetoriais é obtido calculando o limite e a soma, respectivamente,
de cada uma das fungoes coordenadas, podemos substituir a fungao escalar
na definicao de integral definida para funcoes escalares por uma funcao ve-
torial e utilizarmos a mesma ideia para definir a integral definida de funcoes
vetoriais, como vemos a seguir. Comecemos definindo a Soma de Riemann
para Funcoes Vetoriais.

Definigdo 1.7.1 Considere f : la,b] — R™ uma fungao vetorial e P : a =
xg <11 < -+ < Xy = b uma particio de [a,b]. Chamamos de At; o compri-
mento do intervalo I; = [t;_1,t;] e seja ¢; € I;. Assim, temos que a soma

n

> fle)At

i=1
¢ chamada de Soma de Riemann de frelatz’ua a particao P.

Definida a soma de Riemann para fungoes vetoriais, podemos calcular o valor
do limite dessa soma quando o maximo do comprimento do intervalo I; tende
a zero. Se esse limite existir, ele serd chamado de Integral Definida da Fung¢ao
Vetorial, como apresentado a seguir.
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Definicao 1.7.2 Dizemos que o Limite de Zf )AL é F e R" quando
=1
|A]| = max{At;,i € {1,2,--- ,n}} tende a zero, e escrevemos

lim F C; Atl = ﬁ
Aﬁoiz;f( )
seV e > 0 dado, eziste § > 0 (que s6 depende de € e ndo do ¢; escolhido) tal

Zf VAL — F

Observacao 1.7.1 Quando o wvalor de F existe na Definicao 1.7.2 ele €
unico e, por isso, utilizamos a nota¢ao

/f HlAHEO Zl flci)At;.

Além disso, utilizando as propriedades de somatoria de limite das fungoes
vetoriais, temos que

/bf(t)dt: /bfl(t)dt,--- ,/bfn(t)dt

Ou seja, a integral de uma funcdao vetorial € dada pela integral de cada uma
das suas funcgoes coordenadas. Consequentemente, as propriedades de in-
tegragao para funcoes vetoriais sao similares as propriedades para fungoes
escalares, aplicando coordenada-coordenada das funcoes vetoriais.

< € para toda particao P de [a,b] tal que ||A]] < 9.

Vejamos alguns exemplos.
b
Exemplo 1.7.1 Calcule / t)dt sendo f(t) = (t,4,2) e [a,b] = [~1,3].

Solugao: Temos que fi(t) = t. Dessa forma,

3 2
#
/f1 t)dt = /tdt

Por outro lado, temos que f5(t) = 4. Consequentemente,

3
o Los
2 2 2

-1

3 3
/f2(t)dt = /4dt = 415|3:1 =12 —(—4) = 16.
el e

Por fim, temos que f3(t) = t2. Assim,

3 3
B 27 1 27 1 28
Hdt= [Pdt=—| ==——-|—)==—+=-="=".
/fg() / 3, 3 (3) 37373
-1 -1
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Portanto,

Z F(t)dt = (4, 16,?) .

[ |
- 1
Exemplo 1.7.2 Calcule / t)dt, sendo f(t) = (3t4,t—3,5t3>.
0
Solugao: Temos que, fi(t) = 3t*. Dai,
/ / 35" 3
t)dt = [ 3t'dt = =-.
[ e = [arta= ) =2
0 0
Além disso, temos que fy(t) = 5= t=3. Logo,
/ B R | R
= t e = —— =
/f2 / . 3t2 3 + o0 =40
0
Por fim, temos que f3(t) = 5t3 e, consequentemente,
1 1 sti | 1
/fs(t)dtz /5t3dt= ; = 2t =2
0 0 2 o
Portanto,
/ flt)dt = ( +oo,2) .
0
|

\@

Exemplo 1.7.3 Calcule

44t +4
t)dt, sendo f(t) (t3(2t2 —3), L)

Vi
e la,b] =[1,2].
Solugao: Temos que

24+ 4t+4

fr) = (t3<2t2 -9, 22

) - (2t5 — 363,42 + 4t2 + 4t_71) .
Dessa forma, temos que

2 2
/f(t)dt = / <2t5 — 313,12 + 412 + 4t_71> dt =

1 1
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Agora, vamos aos exercicios.

1.8 Exercicios

Exercicio 1.8.1 Encontre a Integral Indefinida de cada uma das fungoes
vetoriais abaizo.

a) f(t) = (cos(t), sen(t)); c) ft) = (6752\3/%, 4+ 2 13 (2% — 3));

. ) 1 B
b) f(t) = (3t , 217, t—g) ; d) f(t)= (VI =4t V6 — 2L, tV/12 - 9);

e) f(t) = <5t%, 10V/22, (4cossec(t) cotg(t) + 28602(t))> ;

Exercicio 1.8.2 Cualcule o valor de cada uma das integrais abaixo.

0) /Opi (4sen(t), Beos(t), ¢') dt; ¢) /2 - <1,ﬂ, t:—jl) dt:

5 3 +1
b) / (4,6t,1%) dt; d) / (sen (2t), V13 + 1, el ) dt.
2

3
e) / (32 — 4t + 1, (t — 3)°,¢* — 2t) dt;

) / ( g wm) i

Exercicio 1.8.3 Calcule as integrais indefinidas de cada uma das funcgoes
vetoriais a Sequir.

3¢
dt;
a)/< —ot’ t2+4 5t3—1> :
COS 2t3 1
b tg(Ht t), —— .
)/<1+2 , cotg(5t) + cossec(5 >’t2—4’tln(t)>

1 + €2t e3t
25t .
¢) / <€ Toet T (1 —2e3t)2 di;
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