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1.5 Limites de Funcoes reais de varias variaveis

Vamos apresentar agora a definicao de limite de fungoes reais de varias
variaveis reais. Essa definicao ¢é similar a definicao de limite de fungoes re-
ais de uma variavel real, diferenciando uma da outra apenas nas adaptacoes
necessarias.

Definicao 1.5.1 Seja f uma fung¢do real definida numa bola B(A;r) C R™
exceto, possivelmente, no préprio ponto A. FEntao, o Limite de f(P)
quando P tende a A ¢ L, e escrevemos
Lim f(P) = L,
se para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que se 0 < ||P — A|| < 4, entdo,
F(P)— L] <.
|

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.5.1 Seja f : R? — R dada por f(z,y) = k, ou seja, f é a
fungdo constante. Mostre que lim  f(x,y) = k, para todo (a,b) € R?,

(z,y)—(a,b)

Solugao: Como f(z,y) =k, temos que |f(z,y) — k| = |k — k| = 0. Assim,
para todo € > 0 e qualquer §, temos que se 0 < ||(a,b) — (z,y)|| < 0, entao,
|f(z,y) — k| =0 < e. Portanto,

lim k==k.

(z,y)—(a,b)

O Exemplo 1.5.1 pode ser escrito de forma geral, ou seja, se f: R* — R
dada por f(P) = k € R, entao, Ili_%f(P) = k, para todo A € R*. Em
outras palavras, o limite da funcao constante, funcoes com qualquer ntimero
de variaveis, é sempre a prépria constante.

Para os proximos exemplos, observe que se u,v > 0, entao, u < u + v e,
consequentemente, /u < v/u +v. Por isso, para todo P = (1,29, ,y)

e A= (ar,as, -+ ,a,), como |x; — a;| = /(|x; — a;)?, segue que para todo
ie{l,2,--- n}, temos que
[zi — ai| = /(v — a;)* <

< V(e —an)? + -+ (= @) + (20— a,)? = [P = Al
Portanto, |z; — a;| < |[|P — A||, para todo P = (z1,29, -+ ,2,) ¢ A =

(ay,a9, -+ ,a,) em R™,

Exemplo 1.5.2 Seja [ : R?> — R dada por f(x,y) = x. Mostre que

lim = a, para todo (a,b) € R%.
(z,y)—(a,b)
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Solugio: Como f(z,y) = z, segue que |f(z,y) — a = |z — a| < ||(z,y) —
(a,b)||. Assim, para todo € > 0, considerando § = ¢, temos que se 0 <
|(a,b) — (x,y)|| <9, entdo, |f(z,y) — a| < e. Portanto,

im x=a.
(z,y)—(a,b)

Exemplo 1.5.3 Seja f : R? — R dada por f(z,y) = y. Mostre que
lim y=b, para todo (a,b) € R

(z,y)—(a,b)

Solugio: Como f(z,y) = y, segue que | f(z,5) — b = ly — b < [|(,) —
(a,b)||. Assim, para todo € > 0, considerando § = ¢, temos que se 0 <
|(a,b) — (x,y)|| <9, entdo, |f(z,y) — b|] < e. Portanto,

lim =b.
(z.y)—(asb) Y

Usamos uma funcao f de duas variaveis reais nos Exemplos 1.5.2 e 1.5.3.
Contudo, poderiamos ter usado uma funcao real de n variaveis que o re-
sultado se manteria, ou seja, se f : R” — R dada por f(zq, - ,x,) = 2,
i€ {l,2,--- ,n}, entdo, ]Li_r&xi = a;, para todo A = (a1, -+ ,a,) € R™.

Exemplo 1.5.4 Seja f : R?> — R dada por f(x,y) = 2z + 3y. Mostre que

lim r,y) = 11.
(w,y)—>(173)f( 2

Solugao: Sendo 11 o valor do limite da fungao f(x,y) = 2x + 3y, quando
(x,y) — (1,3), precisamos mostrar que dado € > 0 , existe § > 0 tal que se
0 < |[(z,y) — (1,3)]| <, entdo, |(2z 4+ 3y) — 11| < e. Observe que:

|2z +3y) — 11| =22 -2+ 3y — 9| < |22 — 2| + |3y — 9],
dai:
|(22 + 3y) — 11| < 2|z — 1| + 3|y — 3.
Por outro lado, temos que

=1 = (=12 < /(2 -1+ (y—3)*=||(x,y) - (1,3)]| < d

y=3l=Vy-32<V(@-1)2+ @y -3 =y - 13)<d

Assim,
|(2z +3y) — 11| < 2|z — 1| + 3|y — 3| < 26 4+ 36 = 56.

Portanto, tomado § = g, temos que se 0 < ||(x,y) — (1, 3)|| < J, entao,

(22 + 3y) — 11| < 56 = 5.

:67

[S281e)

e, consequentemente,

lim 2¢ + 3y) = 11.
(mvy)—>(173)( v)
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Exemplo 1.5.5 Seja f : R? — R dada por f(z,y) = 3x*+y. Use a definigdo
de limite para provar que lim  f(x,y) =5.
(zy)—(1,2

Solugao: Como o valor do limite é 5, para fungao f(z,y) = 32>+, quando
(x,y) — (1,2), precisamos mostrar que dado € > 0 existe § > 0 tal que se
0 < ||(z,y) — (1,2)]| < 4, entao, |(3z? + y) — 5| < €. Observe que:

1(32% +y) = 5| =32 =3+ y —2| <32 = 3| + |y — 2|.

Como (x,y) — (1,2), entdo, temos que ||(z,y)—(1,2)|| — 0, ou seja, estamos
interessados em estudar o que acontece préximo de (1,2) e, por isso, § é um
nimero pequeno, razao essa que nos permite considerar, por exemplo, que
0 < 1. Sabendo que

=1 =z -1)* < V(e -12+(y -2 =[(z,y) - (L,2)|| <6
e considerando ¢ < 1, temos que
-1 <1l=>-1<z-1<1l=1<2+1<3=>-3<z2+l<3=|z+1| <3.
Logo,

1322 +y —5| <3|z —1]-|Jz+ 1]+ |y — 2| <33z — 1| + |y — 2|

e, por isso,
1322 +y — 5| < 9.0 + 6 = 100.

Considerando ¢ = min { 0 1}, segue que se 0 < ||(z,y) — (1,2)|| < 6, entao,

1322 +y — 5| < 106 = 10—

10
Portanto,
lim x,y) = 5.
wm S y) =
|
22— 2
Exemplo 1.5.6 Seja f : R*\ {(0,0)} — R dada por f(z,y) = R
Z Yy

FEziste  lim f(:c y)? Por que?
(2,y)—(0,0)

Solugao:  Suponha que tal limite existe, digamos lim f(z,y) = L.

(z,9)—(0,0)
Entao, dado € > 0, existe um § > 0 tal que se 0 < ||(z,y) — (0,0)|] < 6,
entdo, |f(z,y) — L| < e. Contudo, observe que f(0,y) = —1, para todo

y € R, tal que y # 0. Por outro lado, f(x,0) = 1, para todo = € R, tal que

1
x # 0. Dai, para € = 5 como |f(xz,y) — L| <€, temos que, para x = 0:
1 1
FOw) ~ L < =] -1-L<3=
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1 11 3 3 1
—<-l-L<-=-<-L<S=-2<lL<—-
= 2< <2:>2< <2:> 2< < 9

Analogamente, para y = 0:

1 1
|f(x,0)—L|<§:>\1—L]<§:>

1 1 3 1 1 3
> ——<1l1-L<-=——<-L<——-=-<L<=
2 2 2 2 2 2’
gerando uma contradi¢do. Portanto, nao existe limite  lim  f(z,y). MW

(z,9)—(0,0)

Os tultimos dois exemplos ja devem ter te convencido da necessidade de
encontrar propriedades que tornem o calculo de limites uma tarefa mais sim-
ples, visto que tentar encontrar estimadores para ¢, como no Exemplo 1.5.5,
ou provar que o limite nao existe, como no Exemplo 1.5.6, em fungoes com
expressoes complexas, pode nao ser uma tarefa tao facil. Sendo assim, apre-
sentaremos agora um conjunto de teoremas nesse sentido, teoremas esses
muitos similares aos apresentados no estudo de fungoes reais de uma variavel
real.

Teorema 1.5.1 Sejam f e g fungées reais definidas numa bola B(A;r) C
R™ exceto, possivelmente, no proprio ponto A, tais que Ilinh f(P)=1Le
—

IliHIlL‘ g(P) = M. Seja também k € R uma constante. Entao,
—

a) lim (f(P)+g(P))=L+M; ¢) im kf(P)=kL;

P—A P—A
. f(P) L
i . —L-M: d) lim —= = —, se M #0;

b) ]ll_r&f(P) g(P)=1L-M, )P*)Ag(P) M 7
¢) lim f(P) =L« lim (f(P) = L) =0;

li R li — Ry, an — h).
f) (x1,~~-,xn)1§%a1,m,an)f(xl’ ) (h1,~~~,h:)rr—1>(0,~--,0)f(al 1 a )
Demonstracgao: Exercicio. |

O Teorema 1.5.1 nos apresenta um conjunto de propriedades familiares
do estudo de limite de funcoes reais de uma variavel real, ou seja, limite da
soma ¢é igual a soma dos limites, limite do produto é igual ao produtos dos
limites, limite do quociente é o quociente do limite, desde que o limite do
denominador seja diferente de zero. Também ja tinhamos visto que o limite
da constante é a propria constante e que o limite de uma variavel é o valor
da variavel aplicado no ponto. As propriedades se mantem, o que muda é a
cara dos elementos do dominio da fung¢ao. Também ¢é importante observar

que lim =z =limz e que lim y = limy. Agora, vamos a alguns
(z,y)—(a,b) T—a (z,y)—(a,b) y—b

exemplos.

Exemplo 1.5.7 Calcule o valor dos limites das fungoes a sequir:
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. 4_ 4
a) lim  (2° —dzy® + 5y — 7); b I =y
(e =273 J (e0)00) T2 + 42

Solucgao:
a) Usando as propriedade de limite temos que:

lim (x3—4xy2+5y—7) =lim2® —4lim lim ¢* +5 lim —7 =
(:D?y)_>(21_3) x—2 r—2 y~>73 y*>73

=2 —4.2.(=3?+5-(-3)-7=8-72—-15—- 7= —86.
b) Temos que

lim _ g WO ¥ =0
()00 2+ 4% (2)—(0,0) % 4+ y? (z,y)—+(0,0)

ot — oyt

Agora vamos estudar outros teoremas que serao teis no calculo de limite
de fungoes reais de varias variaveis. Comecemos com uma consequéncia do
Teorema 1.5.1.

Teorema 1.5.2 Sejam f1,- -+, fu funcoes reais definidas numa bola B(A;r) C
R™ exceto, possivelmente, no préprio ponto A, tais que Ilin}q fi(P)= 1Ly, ---,
_>

;1_1{114 fm(P) = Ly,. Entdo,

@) i (fi(P) o fu(P) = Ly ok Ly,

) Jim (A(P)- () fu(P)) = Ly~ () L.

¢) lim (fi(P))" = L', para todo m € N.

Demonstragio: Exercicio. =

Teorema 1.5.3 Seja f uma funcao real definida numa bola B(A,r) € R”
exceto, possivelmente no préprio ponto A. Se ]linh f(P)=1Le Ilirri‘ f(P) =
— —

M, entao, temos que L = M, ou seja, se o limite existe, entdo, ele € unico.

Demonstracao: Exercicio. |

Teorema 1.5.4 (Teorema do Confronto ou Teorema do Sanduiche)
Suponha que as funcgoes f,g e h sejam funcoes reais definidas numa bola
B(A,r) € R™ exceto, possivelmente, no préprio ponto A. Suponha também

que f(P) < g(P) < h(P), ¥ P & B(A,r) \ {4} e que lim f(P) = L =

lim h(P). Entao, nessas condigoes, temos que
P—A

li P)=1L.
A 9(P)
Demonstracao: Nao sera feito nessas notas. |

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.5.8 Calcule cada um dos limites a sequir.
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rooy+s . xy?
a) lim — : . S
( 721)4)((] 1) x y + 5!13y y (x,y)—>(0,0) x2 + y2
b lm Ay
(2,y,2)—(0,00) 12+ Y% + 22

Solucao:
a) Observe que

(Wl)lg%oyl)(x—xy—l—?s) = in%( x)— 91612(1)(1:) iﬂ(g)—i—(x’yl)lg%o’o)(?)) =0-0-143 = 3.

Por outro lado,

2
I 2y + Bay — %) = (1' ) i
(x7y)gr%071)(:v y+ 5oy —y’) = (lim(z) ) - lim(y)+

z—0 y—1 y—1

3
+5 - lim(x) - lim(y) — (hm(y)> =02-0+5-0-1—-1%= —1.
Assim, temos que

lim (z—zy+3
lim r—zy+3 (w,y)—>(0,1)( v+3) -2 —_3
(z,y)—(0,1) 22y + bxy — 13 lim (ny + by — y3) -1 )
(z,y)—(0,1)

b) Considere u = z? + y* + 2. Dessa forma, tendo que (z,y, z) — (0,0,0),
entdao, © — 0, y — 0 e z — 0. Consequentemente, quando (x,y,z) —
sen(z® + y* + 2°)

0,0,0) temos que u — 0. Logo, podemos reescrever lim
( ) b 80P (2.5,2)—(0,00) 2?2 4 Y% + 22
_ . sen(u) , . .
em fungao de u como hH[l) , que é um limite fundamental, ou seja,
u—
sen(u
lim (w) = 1. Portanto,
u—0 u
2 2 2
) sen(x” +y +z
lim ( Y ) =1.

(z,y,2)—(0,0,0) 2+ y2 + 22

2
c¢) Temos que x? > 0 e, consequentemente, z2+y* > 2, ou seja, y_2 <1

24y
Dessa forma, temos que
2 2 2
Ty x
; 5| <l 1= —Jo < 52— < af
x4+ y? x2 + 42
e, dessa forma, como lim —|z|=0= lim |z|, segue que
(z,4)—(0,0) (2,y)—(0,0)
zy?

lim —2  —0.
(@y)—(0,0) 2 + y?
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Teorema 1.5.5 Seja g uma fun¢ao real definida numa bola B(A,r) € R™
exceto, possivelmente, no proprio ponto A, tal que

Ill_rﬁg(P) =b.

Seja f : C C R — R uma funcdo continua em b € C'. Nessas condicies,
temos que

lim (f o g)(P) = f(b).

P—A
Ou seja,
lim f (9(P)) = f ( Jim g(P)).
Demonstracao: Nao faremos nessas notas. |

Exemplo 1.5.9 Calcule lim In(zy —1).
(z,y)=(2,1)

Solugao: Seja g a fungao dada por g(z,y) = zy — 1 e seja f a fungao dada
por f(t) = In(f). Como a fungao f é continua, temos que as hipéteses do
Teorema 1.5.5 estao satisfeita, assim:

Iim In(zy—1)=1In lim zy—1)) =In(l) = 0.
(z,y)—(2,1) (zy ) ((x,y)—>(271)( Y )> (1)

Teorema 1.5.6 Sejam [ e g func¢ées reais definida numa bola B(A,r) €
R" exceto, possivelmente, no prdoprio ponto A. Se Ilin% f(P)=0¢esegé€
—

limitada, ou seja, se existe M € R tal que |g(P)| < M, para todo P €
B(A,r)\ {A}, entao,

lim (f - g)(P) = 0.

—A

Demonstragao: Exercicio. |

Exemplo 1.5.10 Clalcule o valor do limite de cada uma das fungoes a sequir,
se 0 mesmo existir.

I 23 ¢ lim xy cos(x)
im ——;
(2)—=(00) % + y?’

(z4)>(00) 22+ [y|
) 1
b) lim x-sen ( >;
(z,4)—(0,0) x? + y?

Solucao:

a)

3 72 2
5. Como z® < 2°+y* = 0 <

<1,

a) Observe que
) veq e

:c22+ y? 2ty

5 ¢ limitado. Além disso, tendo que  lim (x) =0,
22+ y (2,9)—(0,0)

segue do Teorema 1.5.6 que

temos que

1'3

Iim ——
(2,5)—(0,0) T2 + 12
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1
b) Temos que |sen(x)| < 1, para todo * € R. Assim, sen [ —— | é uma
2 4y

funcao limitada. Sendo  lim (x) = 0, segue do Teorema 1.5.6 que
(z,y)—(0,1)

1
0< lm z-sen|———]=0.
(2,5)—(0,1) r? + 52

¢) Temos que

y cos(x) ||

WO _ o) - cos()] - 14—

7%+ |y| 2% + [y
Sabendo que |cos(x)] < 1 e que QEH | < 1 (pois |y| < 2% + |y|),

a2+ ly

temos que | cos(z)| - — E|| | é limitado, pois é o produto de duas fungoes

L Y
limitadas. Como lim |z| =0, segue do Teorema 1.5.6 que

(z,y)—(0,1)

o Y cos(x) _o.
(z)=(0,1) 22+ |y|

Teorema 1.5.7 (Conservagao do Sinal): Seja f uma funcao real defi-
nida numa bola B(A,r) € R™ exceto, possivelmente, no proprio ponto A, tal
que

lim f(P)=L>0.

P—A

Entao, existe 6 > 0, tal que ¥ P € B(A,d)\ {A}, temos que f(P) > 0.

Demonstracgao: FExercicio. |

O Teorema 1.5.7 é muito utilizado para garantir que nao haja a inversao
de sinal de uma funcao numa determinada regiao. Esse resultado sera im-
portante nas secoes a seguir. Agora, antes de continuarmos com o limite de
funcoes reais de varias variaveis, vamos definir o que chamaremos de Cami-
nho num conjunto D C R™.

Definicao 1.5.2 Seja I C R um intervalo. Entao, um Caminho em R"
€ uma aplicacao F' : I — R™. As unicas funcgoes f; : I — R, com i €
{1,2,--- ,n}, tais que F(t) = (f1(t), fa(t), -, fu(t)) s@o chamadas de Fun¢oes
Coordenadas (ou Fung¢oes Componentes) da aplica¢io F.

|

Exemplo 1.5.11 Seja F : R — R? a aplicacio dada por
F(t) = (t,2t).

Temos que F(—1) = (=1,-2), F(0) = (0,0) e que F(1) = (1,2). Na verdade,
como x = t, entao, temos que y = 2x, ou seja, o caminho dado pela aplicacao
F' coincide com o grdfico da reta y = 2x.

|
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Exemplo 1.5.12 Seja F : R — R? a aplicacdo dada por

F(t) = (t,17).

2

Como x = t, seque que y = x*, ou seja, o caminho dado pela aplicacao F

coincide com a pardbola y = x2.

|
Exemplo 1.5.13 Seja F : R — R? a aplicacdo dada por
F(t) = (cos(t),sen(t)).
Como 2% = cos?(t) e y* = sen?(t), seque que > +y* = 1, ou seja, o caminho

dado pela aplicacdo F' coincide com a circunferéncia de centro na origem e
rato r = 1.

|
Exemplo 1.5.14 Seja F : R — R? a aplicacio dada por
F(t) = (2cos(t),sen(t)).
72
Como z* = 4cos*(t) e y*> = sen(t), seque que 7 y> = 1, ou seja, o
2
caminho dado pela aplicacao F' coincide com a elipse % +y? = 1.
|

De um modo geral, estamos acostumados com curvas planas (circun-
feréncias, elipses, hipérboles, retas, etc.). Contudo, existem curvas que nao
estao contidas no plano, como a que sera apresentada a seguir.

Exemplo 1.5.15 Seja F : R — R3 a aplicacdo dada por
F(t) = (cos(t),sen(t), t).
Essa aplicagao é chamada de Hélice Circular. As funcoes coordenadas de

F sao: fi(t) = cos(t), fo(t) =sen(t) e f3(t) =t. F é um caminho em R3.
Um esboco desse caminho pode ser visto na Figura 1.20

Figura 1.20: Ilustracdo da Hélice Circular Reta, dada por F(t) =
(cos(t),sen(t),t).
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Observacao 1.5.1 Seja I C R wm intervalo. Entao, uma aplicagao F :
I C R — R” pode ser vista como um tipo de “vetor”, onde cada uma das
coordenadas € uma funcao. Consequentemente, mesclando operacdes com
vetores e, em cada coordenada as operacoes de funcoes, ficam estabelecidas
todas as operacoes para essas aplicacoes como, por exemplo, as apresentadas
na Defini¢ao 1.1.2.

|

Agora, vamos na direcao de verificar se uma determinada funcgao real de
varias varidveis nao tem limite num determinado ponto. Para isso, vamos
reescrever a definicao de limite de fungoes reais de varias variaveis, utilizando
a nocao de ponto de acumulagao, como apresentado a seguir.

Definicao 1.5.3 Seja f uma funcao real que estd definida num conjunto S
em R", e seja A € R" um ponto de acumulacao de S. FEntao, se P € S, o
Limite de f(P) quando P tende a A em S é L, e escrevemos

lim  f(P)=1L,
P —- A
P e S
se para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que se 0 < ||P — A|| < 6, entdo,

|f(P)—L| <e¢€, para P € S.
|

Observe que na Definicao 1.5.3, o conjunto S pode ser substituido por
um caminho que contenha o ponto de acumulagao A. O resultado a seguir
vai nos garantir que calculando o limite por caminhos diferentes, obtemos
valores diferentes, entao, o limite nao existe.

Teorema 1.5.8 Seja f uma funcao real definida numa bola B(A;r) C R™
exceto, possivelmente, no proprio ponto A, mas seja A um ponto de acu-
mulagcdo de f em B. Se a funcdo f tiver limites diferentes quando P — A
através de dois caminhos distintos, entao, ggni‘ f(P) nao existe.

Demonstracao: FExercicio. |

O Teorema 1.5.8 nos diz que se obtemos valores diferentes por dois cami-
nhos distintos para um ponto de acumulacao A, entao, o limite da funcao f
quando P — A nao existe.

Para as fungoes reais de uma variavel real sé existem dois caminhos dis-
tintos para se chegar a um ponto a (por valores sempre menores do que o
ponto a ou por valores sempre maiores do que a), surgindo assim os limites
laterais a esquerda e a direita, respectivamente. Para funcoes reais de varias
variaveis reais, um mesmo ponto pode ser alcancado por infinitos caminhos
e, por isso, tentar provar que o limite existe dessa forma nao é possivel.
Logo, essa ideia ¢ usada apenas para provar que um determinado limite nao
existe, ou seja, encontrando dois caminhos que levam para valores diferentes
de limites . Vamos aos exemplos.
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Exemplo 1.5.16 Dada a fun¢ao f(z,y) = ﬁyy?’ encontre( l)méoo f(z,y),

se o limite existir.

Solugao: A funcao f estd definida em todos os pontos do R?, exceto, na
origem. Seja v; o caminho formado pelo eixo das abscissas, ou seja,

71 = {(t,0) € R*;t € R}.
Considere também que 7, seja o caminho formado pela reta y = x, ou seja,

Yo = {(t,t) € R*t € R}.

Entao,
o) (00 1Y TR0 =G =0 =0
(z,y) € m
e
lim f(x,y)zlimf(t,t)—hm%zlimﬁ:hmlzl.
(r.y) = (0,0 0 ST et e 2
(z,y) € 7
Portanto, como
0 = lim £(t,0) # lim f(1.1) =+
segue que o limite em questao nao existe. [ |
i 2% —y?
Exemplo 1.5.17 Dada a fun¢ao f(z,y) = Zr g encontre . yl)lg(loo fz,y),

se o limite existir.

Solugao: A funcio f estd definida em todos os pontos do R?, exceto na
origem. Seja 7; o caminho formado pelo eixo das abscissas, ou seja,

71 = {(t,0) € R*;t € R}.

Considere também que 7y, seja o caminho formado pelo eixo das ordenadas,
ou seja,

72 = {(0,t) € R*;t € R}.

Entao,
, 2 -0 12
o 0, TV T HBS00) =l gy = i = g1 =1
(xvy) € 71
(§]
. 0—¢t? .=t
) 0 TV RSO0 = e S e =i

—~~

T,Yy) € 7
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Portanto, como
1 =1lim f(¢,0) # lim f(0,¢) = —1,
t—0 t—0

segue que o limite em questao nao existe. |

IQ

Exemplo 1.5.18 Dada a fun¢io f(x,y) = ache lim  f(x,y)

xt + y?’ (,9)—(0,0)
se este existir.

Solucao: A funcao f estd definida em todos os pontos do R?, exceto, na
origem.Seja v; o caminho formado pelo eixo das abscissas, ou seja,

71 = {(t,0) € R*t € R}.

Considere também que v, seja o caminho formado pela parabola y = 22, ou
seja,
7o = {(t,#*) € R%;t € R}.

Entao,
2

(,y) w (0,0) fwry) = g £(5,0) = limg g = g0 =0

(xvy) € T
(§]

2 12 4 1

. T 2\ _ 12 — 13 IR N
@) oy 0,0 1OV TGO I T e T
(I7y) € Y2

Portanto, como
1
=1 li H==
0= lim f(¢,0) # lim f(2,2°) = 2,
segue que o limite em questao nao existe. |

Agora, faca alguns exercicios...... Bons estudos.

1.6 Exercicios

Exercicio 1.6.1 Usando a definicao de limite, mostre cada um dos limites
a SequAr.

a lim (x+2y) =8; ; r—Y .
) (ac,yw(zz)( 2 <) (m)li%,—?)) 5 b

b lim (bz —3y) = —17; d lim (22 +4%) = 8.
/ <x7y>a(—1,4>( v) ) <x,y>a<—2,2)( v)

Exercicio 1.6.2 Usando os teoremas de limite, calcule o limite dado.

36



Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ
a) lim  (32° + zy — 2%); 4 4
(@4)=(2:3) W (z—1)3 - (y—1)3
im ;
b)  lim  (5z® — 2zy +17); ()= (1,1) 2 2
(z,y)—=(-1,4) (l‘ _ 1)3 — (y — 1)3
) li 37— 2y 2 2
c im ; , : B
(zy)—(2,-1) x + 4y ) (m,y,z)lif?fll,ll)(llx Y 3ryz" +
2.3y,
d) lim  yvzd +2y; Ty,
(z7y)4)(72’4) 9 9 9 9
. . Yyt y'z
T y 1 .
e) c e : ) (x,y,z)lE)IEO,ZO) x2 422 7

hm )
(z,y)—(0,0) cos(z) + sen(y)

sen?(x) + cos®(y)

f)  lim ; k)

(2,5)—(0,0) e2r + ey

. at—(y—1)*
lim ————
(@y)—0,1) 22 + (y — 1)?

)

sec(zy) + sec(yz)

.
e y—sec(z)

(x7y7z)ﬁ(%7177r)

TR Gl el
(2,y,2)—(0,0,0) €22 4 e2¥ 22~

Exercicio 1.6.3 Dado a funcao f, prove que o limite JlDimOf(P), onde 0 € o
—

vetor nulo, nao existe.

22— 42 22yt
@) f(x,y) = m;’ 9) f(x,y) = 2 T yg;
) Flay) = s
b) flz,y) = D) ; r22?% + yz?
x? + y? h = '
Yy ) f(x,y,z) x4+y2+z4’
) Flag) = ot
c T,Y) = ———;
(2 +y*)3 ) Fla.y.2) = ot +y2 + 22t
zt + 32%y? + 2xy3 e syt 2t
: ) g = S0 2
7y J Y 2) = 5T 5 a7
e) f(m,y):m; x? +y? + 2
SL’Q’yQ x2y222
Y) = ; k <) T T 6 L 6"
f) f(.l? y) $4+y4 )f(.CEyZ) x6+y6+26

Exercicio 1.6.4 Usando o teorema de limite de funcoes composta, ache as
funcoes f e g, verifique as hipdteses do teorema e calcule o valor do limite
dado.

a lim e’ Y, : 1y
) sttty i ¢ g, 15757
b) i tan(Y) Q) lm )
1m arctan(—), 1m .
(2,9)—(2,2) z’ (2y)—(42) V 3z — 4a

Exercicio 1.6.5 Calcule os valores dos limites

Ly = Ly= 1
! (h,k)—(0,0) h € v

(h,k)—(0,0)

Y

f(:c,y+k)—f(a:,y)
k

para cada uma das funcoes [ a sequir:
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a) f(x,y) =3z +2y; ¢) flz,y) = 3554‘29;.
z—y
b) flz,y) = 2* — 4wy — 2y°; d) f(z,y) = e+
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