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1.17 O Gradiente de Funcoes reais de varias
variaveis

Seja f : D C R? — R uma funcido. Dessa forma, se U = (cos(#), sen(0)),
entao, temos que a derivada direcional fica dada por

Duf(x,y) = fu(x,y) cos(0) + fy(z,y)sen(0).

Considerando o vetor (f.(x,v), fy(x,y)), podemos reescrever a derivada
direcional Dy f(z,y) como sendo um produto escalar, ou seja,

DUf(CB7y) = (f$(xay)7fy(x7y)) ’ (COS(Q)VSGH(G)) :

No produto escalar apresentado acima temos um vetor formado pelas de-
rivadas parciais, que sera o motivador da préxima definicao, e o vetor unitario
U. O vetor formado pelas derivadas parciais, chamado de Vetor Gradiente, é
de grande importancia para a matematica e o mesmo serd definido a seguir.

Definicao 1.17.1 Seja f : D C R" — R uma funcao e seja P € D. Se

6?—f(P), cee é?—f(P) existem, entdao, o Vetor Gradiente de f em P, de-
X1 Tn

notado por V f(P), € definido por

vie)= (gL L),

Se f: D C R?* - R uma fun¢ao dada por z = f(z,y), entao, temos que
Vz pode ser reescrito por

Vz= (fx(xa y)7 fy(x7 y)) .
Consequentemente, a derivada direcional fica dada por
Dyf(z,y) =Vz-U.

Por outro lado, se f : D C R* — R é uma funcao dada por w = f(x,v, 2),
entao, temos que Vw pode ser escrito

Vw = (fx(l',yyz)yfy(xaya Z), fz(x’yaz)) :

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.17.1 Seja f(z,y) = x* + y>. Calcule Vf(1,1) e represente-o
geometricamente.

Solugao: Temos que Vf(z,y) = (2z,2y) e, por isso, Vf(1,1) = (2,2).

Assim, uma representacao do vetor V f(1,1) = (2,2) é apresentada na Figura
1.17.
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Vf(1,1)

1

Figura 1.26: Representagao do vetor V f(1,1) no Exemplo 1.17.1.

2 2
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(4,3). Encontre também a razao de variacao de f(x,y) na direcdo % com o0

Exemplo 1.17.2 Se f(z,y) = , encontre o gradiente de f no ponto

semi-eixo positivo x, no ponto (4,3).
Solugao: Como f,(x,y) = g e fy(z,y) temos que Vf(z,y) =

8 9
f(z,y) na diregao % em (4,3) é dada por Dy f(4,3), onde

0= (o (§) e (5)) - (@?)-

Assim, como Dyf(4,3) = Vf(4,3) - U, segue que

ﬂﬂ)(l 2>:7_¢§

_y
5 9’
<£ _y> Consequentemente, V f(4,3) ( > A razao de variacao de

272 J\2'3 12

DUf(47 3) = (

Uma interpretacao geométrica para o vetor gradiente

Se v é a medida do angulo (em radianos) entre os vetores V f(P) e U, entao,
temos que V f(P) - U pode ser reescrito por

Duf(P)=V[f(P)-U=[[V[(P)[-|[U]l-cos(a).
Como ||U|| = 1, segue que
Dy f(z,y) = [[VF(P)]] - cos(a). (1.8)

e sendo —1 < cos(a) < 1, segue da Equagao 1.8, temos que Dy f(z,y) é
méximo quando cos(a) = 1, ou seja, quando a = 0. Entre outras palavras,
Dy f(z,y) é maximo quando V f(P) estiver na mesma diregao do vetor U.
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Portanto, o vetor gradiente de uma funcao f estda apontando para a direcao
na qual a funcao tem a maior taxa de variacao em P.

Em particular, sobre um mapa topografico bidimensional de uma paisa-
gem, onde z unidades é a elevac¢ao de um ponto z,y e z = f(x,y), temos que
a diregao na qual a razao de variagao de z é maxima é dada por Vf(z,y).

Exemplo 1.17.3 Trace um mapa de contorno mostrando as curvas de nivel
da funcao f do Fxemplo 1.17.2 em z = 1,2,3. Mostre também a repre-
sentagdo de V f(4,3) tendo o seu ponto inicial em (4, 3).

Solugao: As curvas de nivel sao elipses e estao dispostas na Figura 1.17.3,
juntamente com a representacao de V f(4,3).

V4, 3)

il
N |

Figura 1.27: Mapa de Contorno da funcao f do Exemplo 1.17.3.
[ |

Exemplo 1.17.4 Dada f(z,y) = 22* — y* + 3z — y, encontre a tara de
varia¢ao mdzima da fun¢do f no ponto (1,-2).

Solugao: Estamos procurando o valor maximo de Dy f(1,—2), que ocorre
quando V f(1,—2)//U pois, nesse caso, cos(f) = 1, onde 6 é o angulo entre
Vf(1,-2) e U. Assim, como f,(z,y) = 4z + 3 e que fy(z,y) = =2y — 1,
segue que

Vf(r,y) =4x+3,-2y—1) = Vf(l,-2)=(7,3)

e como Dyf é méaximo se Dyf(x,y) = ||V f(z,y)||, segue que no ponto
(1,—2) o valor méximo procurado fica dada por

IVF(1,=2)[] = V72 + (=2)? = V58,

Exemplo 1.17.5 A temperatura em qualquer ponto (x,y) de uma lamina
retangular situada no plano XY ¢é determinada por T'(z,y) = x* + y>.

a) Encontre a razao de variagao de temperatura no ponto (3,4) na diregcao

o m . . .,
que faz um angulo de 3 radianos com o semi-eiro positivo x;
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b) Encontre a dire¢cao para o qual a razao de varia¢ao da temperatura no
ponto (—3,1) é mdzima.

Solucgao:

a) Temos que encontrar DyT'(3,4). Sabendo que U = <cos <g> ,sen <g>>

e que Ty(x,y) = 2z e que T, (z,y) = 2y, entdo, segue que
DyT(x,y) = VT -U ==z +3y.

Assim, DyT(3,4) = 34+ 4V3 ~ 3 +4.1,732 = 9.93. Logo, em (3,4)
a temperatura é crescente na razao de 9,93 unidades por unidade de
variacao de distancia medida na diregao de U.

b) Temos que DyT(—3,1) é maximo quando VT'(—3,1)//U. Sabendo que
VT(-3,1) = (—6,2), entao, temos que a medida do angulo €, em radia-
nos, que dada pela dire¢cao VT'(—3,1) é

sen(0)

tan(f) = cos(6) - —16 )

1
Assim, 0 = m — arctan (§> Logo, a razao de variacao da temperatura
no ponto (—3,1) é maxima na dire¢do de U, forma um angulo de 6 =

1
m — arctan g radianos com o semieixo pOSlthO Z.
|

Exemplo 1.17.6 SeV wvolts € o potencial elétrico em qualquer ponto (x,vy, )

. . 1
no espago tridimensional e V = encontre:

\/I2+y2+z2’

a) a razao de variagao de V no ponto P = (2,2,—1) na dire¢cao do vetor
v=(2-3,6);

b) a dire¢do da razio de variagao mdzima de V em (2,2, —1).

Solucao:

a) Como v = (2 — 3,6), temos que |[v|]| = /22 + (—3)2 +62 = V49 = 7.
Assim, um vetor unitario U, na direcao de v, é dado por

v 2 36
U=—=[=.—,=].
|v]] (7’ 7’7)

1
’:E2+y2+2’2

Vf(x,y,z) = (fw(xaya z),fy(x,y,z),fz(x,y, Z)) =

Além disso, como V(z,y, z) =

segue que

95



Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

_ - —y —z .
((\/m)s’ (Va2 + 92 + 22 (Wﬁ)

Assim,

2 36 2 2 1 8
Duf(2,2,-1)=Vf(2,2,-1)U= |z, =22 | | —55— 5757 | = T2o-
uf(2,2,-1) = Vf(2,2,-1)U (7’ 7’7> < 27" 27’27) 189

Portanto, em P = (2,2, —1) o potencial elétrico cresce na razao de —

189
volts por unidade de variagao na distancia medida na direcao de U.
b) T V(2,2 —1) 2 2 1) A for unitéri
emos que -1)=|—-—=,——,—= . Ass eto ario
mos qu ,2, 57 570 o7 im, um vetor unitari

na dire¢ao de V f(2,2, —1) fica dado por

2 2 1
VF©2,2,-1) (_ﬁ’_2_7’2_7) B (_g 2 1)

IVF22,-1) 3 3 33
27
Dessa forma, os cossenos diretores do vetor que dao a direcao de méaxima
1
variagao de V em (2,2, —1) sdo cos(a) = —3 cos(f) = —3¢ cos(y) = 3
[ |

Agora, faga alguns exercicios para fixar o conteudo.

1.18 Exercicios

Exercicio 1.18.1 Calcule o vetor gradiente para cada uma das funcgoes a
Sequir.

a) f(x,y) = 22y; f) flx,y,2) = /a2 +y2 + 22;
b) flx,y)=e"*V;

C) f(x>y>:€yln(2x>; g) f(xa.%z):x +y° 4 2

x _r—=,
d) f(z,y) = arctan (;), h) f(z,y,z) = Tty
1
¢) fwy) = m i) f(x,y,2) = (@@ + > +1)7

Exercicio 1.18.2 Represente geometricamente o vetor gradiente da fung¢do
flx,y) = 2% — y* em cada um dos pontos a sequir:

a) (1,1); b) (—1,-1);  ¢) (1,0); d) (0,1).

Exercicio 1.18.3 Nos itens a sequir, encontre o gradiente da funcdo f no
ponto dado e a razao de varia¢ao do valor da fun¢do na dire¢ao do vetor
unitario U em P.
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—

a) flr,y) =124y, P=(-2,2) e U= cos(g)i + Sen(g)f;
4—.‘ 3—,»
b) flxy) =, P=(21) e U= ci—j;

2. 6- 3-

) f@,,2) =+ — 4wz, P=(=2,1,3) e U= —i— 2j+ °F;

3 — 2—»
d) flz,y,z) =22 +ay®> +22*; P = (1,1,1); U= %—)] - 2F;

Exercicio 1.18.4 Fa¢ca um mapa topografico mostrando as curvas de nivel
da funcdo f(z,y) = x*> — 4x nos pontos 8,4,0,—4 e —8. Mostre também a
representacao de V f(—2,2) a partir de (—2,2).

Exercicio 1.18.5 A equac¢ao da superficie de uma montanha é
2z = 1200 — 3z2% — 2¢°,

onde a distancia € medida em metros, o eixo x aponta para o leste e o

eixo y aponta para o norte. Uma alpinista estd no ponto correspondente
a (—10,5,80).

a) Qual a dire¢ao que a subida € mais ingreme?

b) Se a alpinista se move para a dire¢ao leste, ela estd subindo ou descendo?
e qual a taxa de variacao nessa direcao?

¢) Se a alpinista se move para a direcao sudoeste, ela estd subindo ou des-
cendo? e qual a tara de variacdo nessa direcao?

d) Em qual dire¢ao ela estard sobre uma curva de nivel?
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