2.3 R é um Corpo Ordenado Completo

O conjunto dos nimeros racionais Q ¢ um corpo ordenado, como vimos nas
secoes anteriores. O conjunto dos Nimeros Irracionais Q¢ nao é um corpo,
porém, ele é um conjunto ordenado. Contudo, esses dois conjuntos nao possui
uma caracteristica extremamente importante, relacionada a um conjunto ser
Completo, propriedade essa relacionada com o Limite de suas Sequéncias.
Essa caracteristica sera explorada nessa secao.

Definicao 2.3.1 Um conjunto X C R € dito ser Limitado Superiormente
quando existe algum b € R tal que v < b, para todo x € X. Nesse caso,
dizemos que b € uma Cota Superior de X .

Definicao 2.3.2 Um conjunto X C R é dito ser Limitado Inferiormente
quando existe algum a € R tal que a < x, para todo v € X. Nesse caso,
dizemos que a € uma Cota Inferior de X.

Definicao 2.3.3 Um conjunto X € dito ser Limitado quando ele é limitado
superiormente e inferiormente ao mesmo tempo.

Observagao 2.3.1 a) Se X € R é um conjunto limitado, entio, X € li-
mitado inferiormente e superiormente. Dessa forma, X possui uma cota
inferior, digamos a € R, e X possui uma cota superior, digamos b € R,
que satisfaz a < x < b, para todo x € X. Dessa forma, temos que
X C [a,b] e, consequentemente, todo conjunto limitado pode ser encai-
zado num intervalo fechado [a,b].

b) Como um conjunto X € R limitado pode ser encaizado num intervalo
fechado [a,b], temos que existe k € R tal que |x| < k, para todo xz € X.
De fato: Como X C [a,b], tome k = max{|al, |b|} e, consequentemente,
X Cla,b] C [k, K. O

c) Se um conjunto X € limitado inferiormente, entdo, ele possui uma cota
inferior, digamos a. Assim, como a — 1 < a, seque que a — 1 € uma cota
inferior e, por isso, se um conjunto € limitado inferiormente, entao, ele
possui infinitas cotas inferiores.

d) Se um conjunto X € limitado superiormente, entao, ele possui uma cota
superior, digamos b. Assim, como b < b+ 1, seque que b+ 1 € uma cota
superior e, por isso, se um conjunto ¢ limitado superiormente, entao, ele
possui infinitas cotas superiores.

Definicao 2.3.4 Seja X C R um conjunto nao wvazio limitado superior-
mente. Um niumero real b € dito ser um Supremo do conjunto X quando
b € a menor das cotas superiores de X. Notagdo: b = sup (X).

Observacao 2.3.2 Seja X C R um conjunto nao vazio limitado superior-
mente. Se b € um supremo de X, entao:

a) x < b, para todo x € X;
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b) Se x < ¢, para todo x € X, entdo, b < ¢;
¢) Para todo € > 0, existe x € X tal que b — e < x;

d) Se b =sup (X), entdo, nenhum nimero real menor do que b pode ser uma
cota superior de X.

Exemplo 2.3.1 sup (R_) =0, visto que x < 0, para todo x € R_ e qualquer
outra cota superior de X € um numero positivo. Além disso, nao existe
sup (R,), visto que Ry nao € limitado superiormente.

Definicao 2.3.5 Seja X C R um conjunto limitado superiormente. Assim,
b € X € dito ser o Elemento Mdximo (ou o Maior Elemento) de X, se
b =sup (X).

Exemplo 2.3.2 a) Se X = [a,b], entao, temos que b é o elemento mdzimo

de X.

b) Se X =|a,b|, entdo, temos que b = sup (X), porém ele nao é o elemento
mdximo de X, visto que b & X.

c) Se X =] — 00, b], entdo, temos que b € o elemento mdzrimo de X.

Definicao 2.3.6 Seja X C R um conjunto nao vazio limitado inferiormente.
Um numero real a € dito ser um Infimo do conjunto X quando a € a maior
das cotas inferiores de X. Notagao: a = inf (X).

Observacao 2.3.3 Seja X C R um conjunto nao vazio limitado inferior-
mente. Se a é um infimo de X, entao:

a) a <z, para todo x € X;
b) Se d <z, para todo x € X, entdo, d < a;
c¢) Para todo € > 0, existe x € X tal que x < a + €;

d) Se a =inf (X), entao, nenhum nimero real maior do que a pode ser uma
cota inferior de X.

Exemplo 2.3.3 Temos que
a) inf (R, ) = 0; b) inf ([2,7]) = 2; c) inf (]2,7]) = 2;
|

Definicao 2.3.7 Seja X C R um conjunto limitado inferiormente. Assim,
a € X € dito ser o Elemento Minimo (ou o Menor Elemento) de X, se

a = inf (X).

Exemplo 2.3.4 a) Se X = [a,b], entdo, temos que a € o elemento minimo
de X.
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b) Se X =la,b|, entao, temos que a = inf (X), porém ele nio € o elemento
minimo de X, visto que a € X.

c) Se X = [a,+00|, entdo, temos que a € o elemento minimo de X.
|

Observacao 2.3.4 Dizer que R é um corpo ordenado completo corresponde
a dizer uma das afirmagoes a sequir: ¥ X C R, X # &, temos que:

a) Se X ¢é limitado superiormente, seque que X possui supremo.
b) Se X € limitado inferiormente, seque que X possui infimo.
c) Se X € limitado, seque que X possui supremo e infimo.

Exemplo 2.3.5 O conjunto dos numeros racionais Q nao é um corpo com-

pleto.
De fato: Observe que X = QN [0, 7] C Q ndo possui supremo, visto que
sup (X) =m ¢ Q. O

Teorema 2.3.1 a) N nao € limitado superiormente.
1 L

b) Se X = {—;n € N}, entao, inf (X) = 0.
n

¢) Dados a,b € Ry, 3 n €N tal que na > b.

Demonstracao:

a) Suponha que N C R seja limitado superiormente. Entdo, existe b € R
que é o supremo de N e, consequentemente, n < b, V n € N.

Dessa forma, como b é a menor das cotas superiores de N, entao, temos
que b—1 nao é uma cota superior do conjunto e, por isso, existe n € N tal
que b—1 < n, ou seja, b < n+1, o que é um absurdo, visto que n+1 € N
e b =sup (N). Portanto, N nao é limitado superiormente.

1
b) Para todo n € N, temos que n > 0 = — > 0 e, consequentemente, zero é

n
uma cota inferior de X. Agora, suponha que ¢ > 0 seja um conta inferior
de X.

1 1
Do item a) temos que existe n € N tal que — < n e, dessa forma, — < c.
c n

1 -
Por isso, existe n € N tal que — < ¢, o que é uma contradicao com o fato
n

de ¢ ser uma cota inferior de X. Portanto, inf (X)) = 0, visto que nenhum
nimero positivo pode ser cota inferior de X.

¢) Dados a,b € Ry, como N nao é limitado superiormente, temos que existe

n € N tal que n > — e, por isso, segue que existe n € N tal que na > b.
a
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Agora vamos apresentar um resultado muito importante. Ele nos garante a
existéncia de pelo menos um nimero em todos os intervalos de uma cadeia
de intervalos encaixados.

Teorema 2.3.2 (Teorema dos Intervalos Encaizados): Dados uma
sequéncia decrescente Iy D Iy D --- D I, D --- de intervalos limitados e
fechados I, = [an,by], eziste pelo menos um nimero real ¢ tal que ¢ € I,
para todo n € N.

Demonstragao: Da inclusao I,,_1 D I, = [a,_1,b, — 1] C [an, by], temos
que a,—1 < a, e b, <b,_1 e, consequentemente,

ar<ag <o <ap <o <by <o < by < by

Dessa forma, segue que o conjunto A = {ay,as, -+ ,an, -+ } C R é limitado
superiormente. Dai, seja ¢ = sup (A), logo a, < ¢, para todo n € N. Como
cada b, é uma cota superior de A, segue que ¢ < b,, para todo n € N.
Portanto, a, < ¢ < b, para todo n € N e, consequentemente, ¢ € I,,, para
todo n € N. |

Teorema 2.3.3 O conjunto dos nimeros reais € nao-enumerduvel.

Demonstracao:  Suponha que R seja enumeravel. Entao, existe uma
bijecao f : N — R. Como f é uma bijegao, seque que f é sobrejetiva e,
dessa forma, construa uma sequéncia decrescente de intervalos fechados da
seguinte forma: Sejam a1,b; € R.

e Considere um intervalo I = [ay, by}, e tome f(1) € R tal que a; < f(1).

e Suponha (hipdtese de indugao) que exista uma cadeia I; D Ip D -+ D
I, de intervalos fechados encaixados de forma que se tome f(j) & 1,
com a; < f(j), para todo j.

e Assim, para f(n+1),se f(n+1) & I, = [an, by], tome I,,;; = I,,. Caso

, . a, + f(n+1
contrario, como a, < f(n + 1), tome b, = #
Logo, do P.I.F. temos que existe uma cadeia Iy D I, D --- D [, D ---, de

intervalos fechados encaixados, com a, < f(n), para todo n € N e sendo
f sobrejetiva, temos que todo numero real x é dado por algum f(n). Por
outro lado, do Teorema 2.3.2, como Iy D I D --- D I, D ---, segue que
existe ¢ € R, tal que ¢ € I, para todo n € N e, consequentemente, f nao
¢ sobrejetiva, o que é uma contradicao. Portanto, R é um conjunto nao
enumeravel. |

Definicao 2.3.8 Um numero real que nao € racional € chamado de Irracio-
nal.
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Como ja mostrado, o conjunto dos niimeros racionais Q é enumeravel. Entao,
segue do ultimo resultado, que o seu complementar Q¢ nao pode ser enu-
meravel, visto que a uniao de dois conjuntos enumeraveis ¢ ainda um conjunto
enumeravel.

Corolario 2.3.1 Todo intervalo nao-degenerado € nao-enumerdvel.

Demonstracao: Considere a fungao

R — (-1,1)
fiooL T
1+ |z

Temos que f é uma bijecao (prove) entre R e (—1,1). Consequentemente,
(—1,1) é um conjunto ndo-enumeravel. Agora, considere a fung¢ao

(-1,1) — (a,b)
g+ = (b—a)x;—(b—i—a)

Como g é uma fungao afim, temos que g é uma bijecao entre (—1,1) e (a,b)
e, consequentemente, h = go f : R — (a,b) é uma bijegao (composi¢ao de
duas bijegoes) e, por isso, (a,b) é um conjunto nao-enumeravel. [ |

Teorema 2.3.4 Todo intervalo nao-degenerado contém numeros racionais e
numeros irracionais.

Demonstragao: Seja I = (a,b) um intervalo nao-degenerado. Se I nao
possui nimeros irracionais, segue que I C Q e, por isso, I é enumeravel, o
que é uma contradicao. Portanto, I possui nimeros irracionais. Agora falta
mostrar que I possui nimeros racionais. Para isso, considere n € N tal que

—<b-—a.
n

m m+1

n’ n
para R, ou seja, podemos reescrever o conjunto dos nimeros reais como a

seguir
R=|]I.

nel

Tome I,, = [ 1, para m € Z. Dessa forma, temos uma particao

1 :
Como a < a+ — < b, segue que existe m € Z tal que a € I, e, consequente-
n

mente,
m+ 1
— < .
n n
1 m 1 m m+1 )
Como b > —+aea > —, segue que b > — 4+ — = e, por isso,
1 a n o n n
m
€ (a,b), o que completa a demonstragao. |
n

Agora, faga os exercicios. Bons estudos....
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