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3.5 Inversao de Matrizes pelo Método de Gauss (Esca-
lonamento)

O escalonamento de sistemas lineares também é conhecido por Método de Gauss.
Assim, vimos que ao usarmos o método de Gauss, obtemos de forma clara a infor-
macdo se um sistema linear s : Ax = b de ordem n, possui solucdo tnica, para isso,
basta que tenhamos p(A) = n. Em outras palavras, quando det(A) # 0.

Consequentemente, se o determinante da matriz principal A dos sistema linear
a for diferente de zero, ela é uma matriz invertivel. Com essa informacgdo, vamos
estabelecer uma forma de obter a inversa de uma matriz, usando escalonamento.
Se

Observe que se s : Ax = b possui solucdo tnica, entao, ela é dada por x = A™'b.
Dessa forma, se para cada indice i (i € {1,2,---, n}) tivermos o vetor b = e; valendo
um na posi¢do i e zero nas demais posi¢oes, temos que B; = A~ 'e;, ou seja, cada
solucdo x = A 'e;, para i € {1,2,---,n}, é uma das colunas na matriz inversa de

A. Consequentemente, construindo uma noma matriz [A:1d], chamada de Matriz
Aumentada, ao escalonarmos essa nova matriz, obtemos a inversa de uma matriz
A, se ela existir, como descrito a seguir

Teorema 3.5.1 Seja A =(a;;), uma matriz. Entdo, temos que A é invertivel se, e so-
mente se, a matriz aumentada [A:1 d] puder ser transformada numa matriz aumen-

tadal d:B] usando apenas operacoes elementares sobre linhas de matriz. Nesse caso,
temos que B=A"1.

Demonstracdo: Nao sera feita nessas notas. ]

Vamos a alguns exemplos.

e . 3 4
Exemplo 3.5.1 Encontre, se existir, a inversa da matriz A = [ 5 o ]

Solugdo: Escalonando a matriz aumentada [A:[d], temos que

o34t 0| oo | 201 1| o, [1 0201 =1
[A'Id]_[z 2'0 1] ~ 2.2'0 1 ~ 0 —2'-2 3
LZ—»—%LZ 12,1 -1 Li—L-20, | 1 0,=1 2
~ 0 1'1 —3/2 ~ 0 1'1 =3/2]
. s . . . . -1 -1 2
Portanto, a matriz A é invertivel e a sua inversa é dada por A~ = _3/2 | [ |
1 2 3
Exemplo 3.5.2 Encontre, se existir, a inversa da matrizA=| 0 1 4
560
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Solucdo: Escalonando a matriz aumentada [A:[d], temos que

1 23,100 1 2 3,1 00
[Aidd]=]0 1 4'0 1 0| ™0™ o 1 4'0 10|~
56 000 01 0 4 —-15'=5 0 1
1231 00 123 1 0 0
Ly — Ly+4L, L, — Ly—ALL
3:‘014:010zj3010:20—15—4~
00 1'—5 4 1 01'=5 4 1
120,16 —12 =3 1 00/—24 18 5
Ly —L;—3L Ly — L, —2L
mhShs g 1 0020 <15 —4 | PRl g1 0 20 —15 —4
0 0 1'-5 4 1 001" 4 1
—24 18 5
Portanto, a matriz A é invertivel easuainversaé dadaporA™'=| 20 —-15 —4
-5 4 1
]
1 2 3
Exemplo 3.5.3 Encontre, se existir, a inversa da matrizA=| 4 5 6
7 8 9

Solucdo: Escalonando a matriz aumentada [A:[d], temos que

123100, ., , (|12 3.:100
[Aild]=|4 5 6,0 1 0| Ls—L,-7,, | 0 =3 —6 ,—4 1 0 |~
7891001 01

0 —6 —121-7

~

1 2 3,1 00
fsmls=2l | g 3 —6'—4 1 0|,
00 0'1 —21

e consequentemente observem que na matrizaumentada [A:] d ] ndo podemos trans-
formar a matriz A naidentidade. Portanto, amatriz A €é uma matriz singular, ou seja,
ela ndo possui inversa.

]
1 9 8
Exemplo 3.5.4 Encontre, se existir, a inversa da matrizA=| —7 7 6
—26 —24 22
Solug@o: Escalonando a matriz aumentada [A:Id], temos que
. 1 9 8100, .., [1 9 81100
[Add]=| =7 7 6 ;0 1 0| L—~Ls+26, | 0 70 62 7 1 0 [~
—26 —24 —22'0 0 1 ~ 0 210 186'26 0 1
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Ly— Ly—3L,

1 9
0 70
0 0

8.1 0 0
62!7 1 0
015 =3 1

’

e consequentemente observem que na matriz aumentada [A:] d ] ndo podemos trans-

formar a matriz A naidentidade. Portanto, a matriz A é uma matriz singular, ou seja,

ela ndo possui inversa.

Exemplo 3.5.5 Encontre, se existir, a inversa da matriz A =

Solugdo: Escalonando a matriz aumentada [A:Id], temos que

[AiTd] =

Ly—Lp—Ly

Portanto, a matriz A é invertivel e asua inversa é dadapor A™! =

W = N =

S O o -
=W =

L3——Ly
1

Ly— — L
4 13 3

Li—Li+Ly
Ly— Ly+4Ly
Ly — L3 +22L4

Li—Li—L3

Ly—=Li+L,

N = = =

S O O ==

-1

S O o+

S O O =

o oo = O

o o~ O

o= O O o = O O

00 1 -1
0 0| ki [0 5
1 0 L4—>LN4—3L1 0 3
0 1 0 4
00 0 1
1 0 —1 L3y L3—3L, 0

Ly— Ly—4Ly
01 - 0
00 1 0
-1 1 0 0
-4, 1 1 0

—22' 7 4 0
1 1—4/13 —3/13 1/13
0. 9/13 —3/13 1/13
0,-3/13 1/13  4/13
0' 3/13 —14/13 22/13
11—4/13 —3/13 1/13
0. 6/13 11/13 —21/13
0,-3/13 1/13 4/13
0! 3/13 —14/13 22/13
11-4/13 —-3/13  1/13

0. 3/13 12/13 —17/13

0,-3/13 1/13 4/13

0! 3/13 —14/13 22/13

11-4/13 —-3/13  1/13

121

|
1 -1 1 -1
2 3 1 0
1 2 1 0
3 1 2 3
1 =1,1 000
-1 2,-2100
0 1!-1010
-1 6'=3 00 1
-1 1 —-1:,1 0
1 0 —4,1 1
0 0 13'—4 -3
0 —1 221—7 —4
0
-1
-5
3/13
3/13
—1/13
1/13
3/13
2/13
—1/13
1/13
3/13
1/13
—1/13
1/13
3/13
3 12 -17
11-3 1 4
13 3 —14 22
-4 -3 1

o= O O

1
-1
1
3
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Exemplo 3.5.6 Encontre, se existir, a inversa da matriz A =

Solugdo: Escalonando a matriz aumentada [A:]d], temos que

[Ald]=

Ly—ILp+1,
Ly—L3—L;
Ly— Ly—3L;

Portanto, a matriz A é invertivel e a sua inversa é dada por A™!

1

-1

o O O -

1

— O = N

=N = O

Ly—ly—Ly
Ly—Ls—L;

L; 1L
a— = L-
3 2 3

Ly— Ly+4L3

1
L —L
4*2 4

Li—L—1Lg
Ly—Ly—Ly

S o o+

oS O O+

o o = O

[= el o]

SO =0 ocoor~O

1 2 1 2
-1 1 1 1
1 01 0
3 1 -1 3
000 1 01 00010
100 | u-n -11 1 1,01 00
oro| - |1 21 21000
0 0 1 31 -13100 011
1 0 101 0,0 0 1 0
1 0| s |]O 1 0 1,1/2 0 —1/2 0
-1 0| ®"* o1 2 10 1 1 0
-3 1 01 -43 0 0 -3 1
01 0, 0 0 1 0
1 0 1,1/2 0 —1/2 0
0 2 0'-1/2 1 3/2 0
0 —4 21—1/2 0 —5/2 1
1 0, 0 0 1 0]
0 1,12 0 -1/2 0
1 0'—1/4 1/2 3/4 0
—4 21-1/2 0 —5/2 1 |
010 0 0 1 0]
101,12 0 —=1/2 0
010'—1/4 1/2 3/4 0
002 -32 2 1/2 1]
1 0/, 0 0 1 0
01,12 0 -1/2 0
1 0'-1/4 1/2 3/4 0
0 1'-3/4 1 1/4 1/2 ]
0 0, 1/4 —1/2 1/4 0
0 0,54 -1 =3/4 —1/2
1 0'-1/4 1/2 3/4 0
0 1'-3/4 1 1/4  1/2
1 =2 -1 0
1l 5 —4 =3 =2
T4l -1 2 3 0
-3 4 1 2

Agora, faga alguns exercicios. Bons estudos.
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3.6 Exercicios
Exercicio 3.6.1

Encontre, se existir, a inversa de cada uma das matrizes a seguir usando o método
de Gauss.

[1 2 (1 2 -1
VA= 3]’ pAa=|2 -1 3 |;
_ 4 3 1
5 8
b)A=24]; 3 =2 2 1
) 1 1 1 =1
3 4 WA=l 3 5 5 5|
A=l 5, .| | 4 1 1 -3
- 0010 1]
—2 8
d) A= ]; 1000
3 —12 _
L DA=16 100
0010
0 i ]
e) A=|1 2 ; 1 1 1 17
2 1110
m A=l 1 g
11 110 1]
f) A=|3 1 1|;
2 1 1 [ 1 1 1 17
1111
1 2 0 WA=l 01 1]
g A=| 2 6 0 |; [ 1 1.0 1]
1 31 i i
1111
1110
1 -1 1 ) A=|1 o 1 11
hA=| 1 1 o0|; 2020
1 0 1
1 5 3 —2
1 -1 1 3 2 0 3
DA=|1 1 1] PA=1 5 31 9
0 0 1 2 4 5 2
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