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1.19 Planos Tangentes e Retas Normais a Su-
perficies

Seja s uma superficie dada pela equacao
F(z,y,z) =0

e seja A = (a,b,c¢) um ponto em s. Dessa forma, temos que F(A) = 0.
Suponha também que c seja uma curva em s, que passa por A, com equagao

vetorial dada por
c(t) = (x(t),y(t), 2(1)).

Seja to o valor do parametro t no ponto A, ou seja, o valor de ¢ tal que
c(to) = (z(to),y(to), 2(ty)) = A. Como a curva c estd na superficie s, temos
que

F(e(t)) = F(z(t),y(t), 2(t)) = 0.

Se F,(A), F,(A) e F,(A) sao continuas e nem todas nulas, e se 2'(y),
y'(to) e 2'(to) existem, entdo, a derivada total de F' em relagao a t, em A, é
dada por:

G'(to) = Fo(A)2'(to) + F,(A)y'(to) + FL(A)Z' (to),
que, usando a notagao vetorial, pode ser reescrita por
G'(to) = VF(A) - Dic(ty).

Como G'(tg) = 0, segue que VF(A)-D;c(ty) = 0. Tendo que o vetor D,c(ty) é
tangente a curva c em A, ou seja, ele tem a mesma direcao do vetor unitario
U, segue que o vetor VF(A) é ortogonal ao vetor unitario U. Sendo c
uma curva qualquer em S passando por A, segue que VF(A) é ortogonal a
qualquer vetor U tangente a qualquer curva ¢ C s, no ponto A. Essa ideia é
a motivadora para a préxima defini¢ao.

Definicao 1.19.1 Um wvetor que é ortogonal ao vetor unitario tangente a
toda curva ¢, num ponto A, sobre uma superficie s é chamado de Vetor
Normal a S em A.

|

Teorema 1.19.1 Se a equagdo de uma superficie s é dada por F(x,y,z) =0,
sendo F,, F, e F, continuas e nem todas nulas no ponto A = (a,b,c) € s,
entao, um vetor normal a s em A € dado por VF(A).

Demonstracao: Exercicio. |

Definigao 1.19.2 Seja a equagao de uma superficie s dada por F(x,y,z) =

0. O Plano Tangente a s no ponto A = (a,b,c) € s, denotado por Tys, é

o plano que passa por A e que tenha VF(A) como vetor normal.
|
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Como VF(A) é um vetor normal a qualquer vetor
ﬁ: (x —a,y—b,z—c),

onde P = (z,y,z) é um ponto qualquer do plano tangente Tss, temos que

Tys : VF(A) - AP = 0 e, consequentemente, uma equagao para o plano
tangente fica dada por

Tas: Fp(A)(x —a) + Fy(A)(y — b) + F.(A)(2 — ¢) = 0.

AA Figura 1.28 ilustra a representagao do plano tangente T'4s a superficie
sem A e o VF(A), tendo seu ponto inicial em A.

Figura 1.28: Representacao Geométrica do Plano Tangente de s no ponto A.

Dessa forma, uma equacao vetorial para o plano tangente T)4s a superficie
s no ponto A fica dado por:

Tys:VF(A) - (x —a,y—b,z—c)=0. (1.9)
Vamos aos exemplos.

Exemplo 1.19.1 Encontre uma equagao para o plano tangente Txs ao pa-
raboloide eliptico s : 4x* + y*> — 162 = 0 no ponto A = (2,4,2).

Solugao: Sejas: F(z,y,z) = 42*+y*>—162z. Entao, temos que VF(z,y, z) =
(8x,2y,—16) e, consequentemente, VF'(2,4,2) = (16,8, —16) = 8(2,1,—2).
Assim, usando a Equagao 1.9, segue que o plano tangente T)ss fica dado por:

Tas:(2,1,-2)- (x—2,y—4,2—-2)=0=

=Tus:2(x—-2)+1(y—4) —2(2—-2)=0=
= Tys: 2 +y—2z—4=0.
[ |

Exemplo 1.19.2 Encontre uma equacao para o plano tangente T'xs a su-
perficie s dada por z = e3*sen(3y) no ponto A = (O, g, 1).
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Solugdo: Sejas: F(z,y,2) = e*sen(3y)—z. Entdo, temos que VF(z,y, z) =
(3e3%sen(3y), 33 cos(3y), —1) e, consequentemente, VI (0, %, 1) = (3,0,—1).
Assim, usando a Equacao 1.9, segue que o plano tangente T)ss fica dado por:

TAs:(3,0,—1).<x—0,y—%,z—1) —0=

=Tys:3x+1—-—2=0ey=

E

Agora apresentaremos a defini¢ao de Reta Normal a uma superficie s num
ponto A.

Definicao 1.19.3 A Reta Normal de uma superficie s, num ponto A € S,
denotado por ny, € a reta que passa por A e tem como vetor diretor um vetor

normal a 8 em A.
[ |

Em outras palavras, se a equagao de uma superficie s é da forma F(z,y, z) =
0, entdo, a reta normal n4 é a reta que passa por A e tem VF(A) como vetor
diretor, ou seja, a reta normal n, num ponto A é uma reta ortogonal ao
plano tangente nesse ponto. Assim, as equagoes simétricas da reta normal a
s em A = (a,b,c) ficam dadas por
r—a y—2>b z—c
np . = =

F(A) ~ Fy(A) ~ E(A) (1.10)

se F,(A) #0, F,(A) #0 e F,(A) # 0. Vamos aos exemplos.

Exemplo 1.19.3 Encontre as equacgoes simétricas da reta normal ny a Su-
perficie s do Exemplo 1.19.1 no ponto A = (2,4,2).

Solugao: Como VF(2,4,2) = 8(2,1,—2), segue que as equagoes simétricas
da reta normal n4 requeridas sao
r—2 y—4 z-2

2 1 -2

na:

Exemplo 1.19.4 Encontre as equacoes simétricas da reta normal na a su-
perficie s do Exemplo 1.19.2 no ponto A = (O7 %, 1).

_ T e
Solugao: Como VF (O, it 1> = (3,0, —1), segue que as equagoes simétricas
da reta normal ny4 requeridas sao

r—0 z—-1 T

s
na : ra— ey:6:>n,4:x:3—3zey:g.
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Exemplo 1.19.5 Determine as equagoes do plano tangente e da reta normal
a superficie xyz + x> + y® + 23 = 3z, no ponto A = (1,—1,2).

Solugao: Considere F(z,y,2) = zyz+a3+y3+ 2% —32. Dessa forma, temos
que VF(z,y,2) = (yz + 322,22 + 3y*, vy + 322 — 3) e, consequentemente,
VF(A) = (1,5,8). Dessa forma, o plano tangente 74S a superficie S, no
ponto A, fica dado por

TuS : VF(A) - [(z,y,2) — A = (1,5,8) - [(z,y,2) — (1,-1,2)] = 0 =
=Tas:1-(x=1)+5-(y+1)+8-(2—2)=0=Tus: x+5y+82—12 =0,
e, por isso, o plano tangente Tss fica dado por

Tys :x+ 5y + 8z = 12.

Por outro lado, a reta normal n4 é a reta que passa por A e tem vetor
como diretor um vetor paralelo a VF(A) = (1,5, 8) e, por isso, a reta normal
em A fica dada por

na:(x,y,2)=(1,-1,2) +t(1,5,8) = (1 +t,—1+5t,2+ 8t), t € R.

A préxima definicao é da Reta Tangente a uma curva ¢ C s, em A, e que
é paralela ao vetor unitario U.

Definicao 1.19.4 A Reta Tangente a uma curva ¢ num ponto A, deno-
tada port,, € a reta que passa por A e € paralela ao vetor unitdrio U tangente

a Cem A.
[ |

Como VF(A) é um vetor ortogonal a AP — (x—a,y—b,z—c) €cC
s, sendo P = (x,y,z) um ponto qualquer da reta tangente ¢4, segue que

VF(A)- AP = 0 e, consequentemente
ta: Fy(A)(z—a)+ Fy(A)(y — b) + F.(A)(z — ¢) = 0.

Exemplo 1.19.6 FEncontre uma equagdo para a reta tangente t 4 a superficie
1 1
s:x2+ 22 =8, no ponto A = (25,2,9).

Solugao:  Considere S : F(x,y,z) = 22 4+ 22 — 8. Assim, temos que
1 1 1 1

VF(z,y,z) = | —,0,— |. Dai, no ponto A, temos VF(A) = | —,0, = .
r2 222 100 6

Portanto, uma equagao para a reta tangente t4 fica dada por

ta:VF(A) - (x—=25y—2,2—9)=0=

= ta: 101 (x — 25 2 9)=0=
A\t ) WY T eE T E
=t4:3c+52—-120=0ey =2.
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Todas as retas tangentes t 4, ao ponto A, das curvas ¢ C s situadas sobre
uma superficie s, estao no plano tangente Ts da superficie em A.

Considere uma curva ¢ que seja dada pela intersecao de suas superficies,
digamos s; e sg, que tenham equacgoes F(z,y,z) =0 e G(z,y, z) = 0, respec-
tivamente, como visto na Figura 1.29.

Figura 1.29: Representagao Geométrica do Plano Tangente de S no ponto

A.

Podemos obter uma equagao da reta tangente t4, a ¢, no ponto A =
(a,b,c) € ¢ C s. Para isso, como essa reta pertence a cada um dos planos
tangentes T'4s1 e T)yso das superficies s; e s9, respectivamente, em A, ela é a
reta de interseccao dos dois planos tangentes. Dessa forma, como um vetor
normal a superficie s, em A, é dada por

e um vetor normal & superficie so, em A, é dada por
Ny = VG(A),

segue que N1 e Ny sao vetores ortogonais a um vetor unitario U tangente a c
em A. Além disso, como +£N; x N, sao vetores ortogonais a N; e N, segue
que U tem a mesma direcao dos vetores +£/N; x Ny. Portanto, Ny x Ny pode
ser usado como vetor diretor para a reta tangente ¢4 dada por T4s; N Ss.

Exemplo 1.19.7 Determine equacgoes simétricas da reta tangente a curva
de intersecgao da superficie 3x® + 2y* + 2% = 49 e 2% + y* — 22° = 10, no

ponto (3,—3,2).

Solugao: Seja F(z,y,z) = 302+2y*+22—49 e G(z,y, 2) = 2*+y*—222—10.
Entao,

Ny = VF(3,-3,2) = (62,49,22)| )3, _5.2 = (18, —12,4) = 2(9,—6,2)
(§
Ny = VG(3,-3,2) = (22,2, —42)| ;., .)—(3_32) = (6.—6, —8) = 2(3, -3, —4).
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Dai,
i j Ok
N1 x Ny =VF(3,-3,2) x VG(3,-3,2)=|9 -6 2 |=
3 -3 —4

= (30,42, —9) = 3(10, 14, —3).

Portanto, o vetor v = (10, 14, —3) pode ser usado como vetor diretor da reta
tangente t, procurada e, consequentemente, as equacoes simétricas dessa
reta ficam dadas por

r—3 y+3 =z-2
0 14 =3

tAI

Agora, faga alguns exercicios para fixar o conteudo.

1.20 Exercicios

Exercicio 1.20.1 Nos itens a sequir, encontre uma equa¢ao para o plano
tangente e equacoes da reta normal a superficie dada no ponto indicado.

a) 2 +y*+22 =17, em P = (2,-2,3);
b) 42?4+ y? + 222 =26, em P = (1,-2,3);
c) 2 +y*—32=2, em P =(-2,—4,6);
d) 2 +y*—22=6, em P = (3,—-1,2);

e) e*cos(z) =y, em P = (1,e,0);

f)x —z24y2, em P = (1,1,2);

q) TT 4 23 = 8, em P = (25,2,9);

h) x5 +y3 + 25 =14, em P = (—8,27,1);

i) z—\/1+224+y2=0, em P=(2,2,3).

Exercicio 1.20.2 Seja f(x,y) = xy. Determine a reta tangente ao grdfico
de f, no ponto (1,2, f(1,2)) que forma com o plano XY angulo mdximo.

Exercicio 1.20.3 Prove que toda reta normal a esfera x* + y* + 2% = a2,

com a > 0, passa pelo centro da esfera.

Exercicio 1.20.4 Prove que as esferas x?+y*+2%2 = a® e (x—b)?>+y? +2%2 =
(b — a)? sao tangentes no ponto (a,0,0).

Exercicio 1.20.5 Sabendo que as duas superficies dadas se interceptam numa
curva, encontre as equacoes da reta tangente a curva de intersecao no ponto
dado. As duas superficies sao tangentes no ponto dado? Por que?
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a) *+y? —z=8cx—y*+2>2=-2, em P=(2,-2,0);

b) 2> +y? —22+1=0e2?+9y*—22=0, em P =(0,1,1);
c)y=x*>ey=16— 22 em P = (4,16,0);

d) y=e"sen(2rz) +2 ez=9y>*—In(z +1) — 3, em P = (0,2,1).

Exercicio 1.20.6 Duas superficies sao Perpendiculares em um ponto P
de intersecao, se os vetores normais as superficies em P forem ortogonais.
Mostre que a superficie x* — 2yz +y> = 4 ¢ perpendicular a todo membro da
familia 2* + (4c — 2)y* — ¢z +1 =0, no ponto (1,—1,2).

Exercicio 1.20.7 Encontre uma equacgao da reta tangente a curva dada pela

intersecao das superficies S; : 2 +y?> =4 Sy 1 2?2 +y?> — 2 = 0, no ponto

A= (V2,v2.4).
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