Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

1.13 A Regra da Cadeia para funcoes reais
de varias variaveis

Para fungoes reais de uma variavel real, a Regra da Cadeia é dada por:

Se y é uma funcao de u definida por y = f(u) onde D,y existe, e se u é uma
fungao de x, definida por u = g(x), também onde D,u existe, entdo, y é uma
funcao de x e D,y = D,yD,u, ou seja,

dy dy du
dr  dudz’

Para funcoes reais de duas varidveis a extensao da regra da cadeia é
apresentada no teorema dado a seguir.

Teorema 1.13.1 Sejam u = u(x,y), v = x(r,s) ey = y(r,s) funcoes reais
de duas varidveis Diferencidveis. Entdo, u € uma funcao de r e s e, além
disso,

Ou Ou dxr Ou 0Oy Oou Ou Odr Ou Oy

r 9z or "oy or © 95 ox 0s 9y 0s
Demonstracao: Nao sera feita nessas notas. |
du du Ou
or’ ds’

considerados fragoes, visto que os simbolos Ju, dx nao fazem sentido estando
sozinhos. Outra dificuldade na notagao surge quando consideramos u como
uma fungao de z e y e essas como fungoes de r e s. Seu = f(x,y), x = F(r,s)
ey = G(rs), entdo, u = f(F(r,s),G(r,s)) e ndo u = f(r,s). Vamos aos
exemplos.

E importante destacar que os simbolos — , etc., nao podem ser

Exemplo 1.13.1 Sejam f(z,y) = xy, z(u,v) = u® +v* e y(u,v) = 2u+ 3v.

a) Calcule == of

usando a regra da cadeia,

o o
b) Obtenha a funcao F dada por F(u,v) = f(x(u,v),y(u,v));
oF OF

¢) Calcule 30 ¢ 50

Solucgao:
a) Da regra da cadeia temos que

of af or of oy

Ou dr du Oy ou
o _ of o

Y
Assim, como — = =1x, — =2u e — = 2, segue que

or 8y " ou ou

u

= 4u® + 6uv + 2u® + 20% = 6u® + 6uv + 20°.
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Por outro lado, temos que

af 8f 8x+8f dy

v dr v Oy Ov

Assim, como —— 8f —f =z 9 _ 3v? e 9 _ 3, segue que
ox -4 Jy " v ov sested
g — - 302 L2 — (92 3y, 9,2 L9
50 Y v +x-3=(u"+v°)-3v"+ (2u+3v) -3 =

= 6uv® + 90° + 3u® + 30 = 3u® + 6uv® + 120
b) Temos que

F(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)) = (u®+v*)-(2u+3v) = 2u+3u*v-+2uv®+3v’.

c¢) Por fim,
or 0
5 =5 —(2u® + 3uPv + 2uv® + 3v?) = 6u® + 6uv + 20° e
u u
oF 0
F iy —(2u® + 3uPv + 2uv® + 3v*) = 3u® + 6uv? + 120°.
v v

Exemplo 1.13.2 Dado u = /x?>+y?, x = re’, y = re *, comr > 0.

g ; ou Ou
ncontre — e —
or ~ 0s’
Solucao: Observe que Ou r du Y 0z , Oz
: rve que — — ———— = or _ s 9T _

g q aZL‘ 1/3:-2_'_y27 8y \/W’ 87“ 9 88

0 o)
re?, 8_y =e’e a—y = —re~®. Assim, pela regra da Cadeia, temos que

r S

ou Ou Or Ou 8y

Y _
_:_._+_
or 0z or oy or ,/3,;24_3/ /:c2—|—y26
2s —2s
= re _'_re :\/625_"_6—25 e

7"2 (625 + 6723)

Ou_0u 0r ou 0y _ Ve
ds Ox O0s Oy Os /3;2 +y /22 + 42 -
2 25 2 —25 T(st _ 6—25)

\/7“2 €25 1 e~ 23 \/625 + e—2s ’
[ |

Exemplo 1.13.3 Sendo z = h(x,y) = In (w/xQ +y2), r=F(r,s) =re e

—S

y=G(r,s) =re"*, comr >0:
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0z
a) Calcule — Z, usando a regra da cadeia;

0
or © 9s
b) Obtenha a func¢ao H dada por H(r,s) = h(x(r,s),y(r,s);

c) A funcao H(r,s) € igual a fungdo h(r,s)?

Solucgao:
) C 0z 1 ( 2 n 0z 1
a) Como — = —— - x , _—
Or 22ty Ox v w2+y2 oy Rt
0 Ly ox Jy
— (/22 + 2>: : =e® e == = e~%, segue que
By ( V)T 2y or ar sued
0z x s Yy s re*s re=% 1
—=—— '+ —=—"—.e°= + =-.
or 12+ y? x? 4 32 r2e2s 4 p2e=2s | p2e2s 4 p2e=2s  p
0z x 0z Yy ox dy
Por outro lado, como — = , — = ——, — =ree — =
or  22+y? Oy a2 +y? Os 0s
—re %, segue que
0z x s Y s rle?s rle=2s
—I—'T€+ .<_7*€ ): — =
35 IQ + y2 1'2 + yQ 7“2628 + 7’26_25 7’2628 + 7’26_28
B 625 - 6725
T e2s L2’

b) Temos que F(r,s) = f(F(r,s),G(r,s)) = In (Vr2e? + r2e=2s) .
c) Observe que f(r,s) =In (vVr? + s2), logo f(r,s) # H(r,s).
|

Suponha, agora que u = u(x,y), r = z(t) e y = y(t) sejam fungoes de
Classe C''. Assim, em vez da derivada parcial de u em relacdo a t teremos a
derivada ordinaria de u em relagao a t, que é dada por:

i () ()~ (32) (&), a

Assim, se u é uma funcao de n funcoes diferenciaveis, digamos 1, --- , z,
de uma tunica variavel t, entao, u é uma funcao de t e a sua derivada total
fica dada por

du ou dr; Ou dxs ou dx,

d 0w A Tom a T Ve a

Exemplo 1.13.4 Dado v = z* + 2xy + y?, * = tcos(t) e y = tsen(t),

du , ,
encontre — por dois métodos:

dt
a) Usando a Regra da Cadeia;

b) Ezxpressando u em termos de t antes da diferenciagao.
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Solucgao:

0 0
a) Calculando as derivadas, temos que T 9 + 2y, T oy + 2y, 9
ox dy ot
0
cos(t) — tsen(t) e a—i’ = sen(t) + t cos(t). Assim,
ou

i (2x 4 2y)(cos(t) — tsen(t)) + (2z + 2y)(sen(t) + tcos(t)) =

= 2(z + y)(cos(t) — tsen(t) + sen(t) + tcos(t)) =
= 2(t cos(t) + tsen(t))(cos(t) — tsen(t) + sen(t) + t cos(t)) =
= 2t(1 + sen(2t) + t cos(2t)).
b) Expressando u em termos de ¢, antes da diferenciacao, temos que u =

(tcos(t))? + 2(tcos(t))(tsen(t)) + (tsen(t))? = t? + t%sen(2t). Assim, che-
gamos a

U (P14 sen(2) = 2001 +sen(21)) + P(2cos(21)) =

= 2t + 2tsen(2t) + 2t cos(2t) = 2t(1 + sen(2t) + t cos(2t)).

|
. 2 2 dz
Exemplo 1.13.5 Sejam z = z*y, x(t) =" e y(t) =2t + 1. Calcule e
Solugao: Da regra da cadeia, temos que
dz 0Oz dm+8z dy
dt — Or dt Oy dt
0 0 d > [ d s d
Assim, como a—; = 21y, 8_; = 22 d_:zf = et . (£(t2)) = 2tel” e d_i = 2,
segue que
dz 12 2 +2 2 2 2
= 2wy 2te” 42t 2 =2 (2 +1) - 2e +2<e ) -
= 262 (447 + 2t) + 2¢*" = 2¢*" [4® + 2t + 1] .
|

Exemplo 1.13.6 Seja F(t) = f(e” sen(t)), onde f(x,y) é uma fungio
dada, diferencidvel em R2.

a) Expresse F'(t) em fun¢ao das derivadas parciais de f.
of ,
b) Sabendo que 8_(170) =5, calcule F'(0).
Y
Solucgao:

79



Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

2 d > d
a) Tome x(t) = €' e que y(t) = sen(t). Assim, temos que d—f = ¢ E(F) =
ote’” e % = cos(t). Dali, consequentemente, temos que
af dr  0f dy
F'(t) = = S I L
) =5: @) G+ 5,00 4 =
of , 2 of ,
= F'(t) = 2te” 2= (" sen(t t) == (e sen(t)).
() = 205 6 sen(0) + cos(t) 3L 4 sen(r)

b) Observe que para t = 0 temos que z(0) = 1 e y(0) = 0. Dessa forma,
segue que

F'(0)=2-0-¢ _x<e°2, sen(0)) + COS(O)g—g(eOQ, sen(0)),

o que nos leva a
of

Fo)=1-3

(1,0)=1-5="5.

Agora, vamos estender a regra da cadeia para um nimero qualquer de
variaveis.

Teorema 1.13.2 Suponha que u seja uma funcao diferencidavel de n varidveis

T1,Ta, Ty, € cada uma dessas varidveis, por sua vez, seja uma funcdao de
m varidveis yi,Ys, -+, Ym. Suponha ainda, que cada uma das varidveis par-
ox; . . . N ) N
ciais 8_x (i=1,--- ,nej=1---,m) exista. Entao, u é uma funcio de
Yj
Y,Y2, s Ym € além diSSO,
ou ou 0x ou 0x9 ou Jdz,
oy dry Oy Ory Oy Ozx, Oy
ou Ou Ox; Ou Oxo ou Ox,
Oya Ory Oya  Oxy Oy 0r, Oy
ou ou Ox ou Ozs ou Oz,
= . + . 4+ . .
aym @l’ 1 aym 8x 2 aym 81; n aym
Demonstracao: Nao serd feita nessas notas. ]

Vamos a mais um exemplo.

Exemplo 1.13.7 Dado u(z,y,2) = zy+xz+yz, com x(r,s) =1, y(r,s) =

ou Ou
rcos(t) e z(r,s) = rsen(t), ache o € s

80



Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

ou u Ox
lugao: — = — = — = — =1
Solugao: Observe que e Y+ z, Iy r + z, ER T+, o ,
dx = Oy oy 0z z ,
e 0, e cos(s), a5 rsen(s), o sen(s) e 55 rcos(s). Dali,
usando a regra da cadeia obtemos
ou
o = (y +2)(1) + (z + 2)(cos(s)) + (x + y)(sen(s)) =
=y + z+ xcos(s) + zcos(s) + xsen(s) + ysen(s) =
0
= 8_1; = 2r(cos(t) + sen(t)) + rsen(2t) e
0
a—? = (y+2)(0) + (z + 2)(—rsen(t)) + (z + y)(r cos(t)) =
= —xrsen(t) — zrsen(t) + xr cos(t) + yr cos(t) =
0
= a—:: = r%(cos(t) — sen(t)) + r* cos(2t).
|
Agora, faga alguns exercicios para fixar os conceitos.
1.14 Exercicio
Ju

Exercicio 1.14.1 Para cada item abaizo, encontre as derivadas parciais a0
,

0
e o pelos métodos: (a) Usando a regra da cadeia; (b) fazendo a substitui¢do
s

de x ey antes de diferenciar, sendo:

a) uw=sen(zy), r =3r+2s ey = 2r — bs;

b) u=a?+3y* = =rvV3sen(s) ey =rcos(s);

c)u=a -y, x=2r—3sey=r-+s;

d) u=2*>—y*, x=2r—3sey=r+s;

e) u=3r>+ry—2y*+3x —y, x=3r—s ey=r+2s;

f) u=er, x=2rcos(s) ey =4rsen(s);

g) u=a*+y?, x = cosh(r) cos(s) ey = senh(r)sen(s).

Exercicio 1.14.2 Em cada item abaizo encontre a derivada total % da

funcao u.

a) u=ye® +ze¥, sendo x = cos(t) ey = sen(t);

b) u=In(xy) + 1y sendox =e' ey =e';

¢)u = /22 +y2+ 22, sendo x = tan(t), y = cos(t) e z = sen(t), para
0<t< g;
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Exercicio 1.14.3 Seja z = f(2?,3z + 1), onde f(u,v) € uma funcao de
classe C' em R2.

dz
a) Expresse — em termos das derivadas parciais de f.

dz
b) Verifique que % . = 2%(1,4) + 3%(1,4).
Exercicio 1.14.4 Seja f(x,y) uma funcao de classe C* em R?, tal que
f(Bz+1,3x—1) = 4. Verifique que g—f(3x+1,3x—1) = —g—f(Sx—l—l,?)x—l).
Zz Y

Exercicio 1.14.5 Seja z = f(u® + v*, uwv), onde f(x,y) € uma funcao de
dz dz

classe C* em R2. Expresse T e T em termos das deriwadas parciais de f.
u v

Exercicio 1.14.6 Num determinado instante, o comprimento de um ca-

teto de um triangulo retangulo € 10cm e ele estd crescendo a uma taxa de

lem/min; o comprimento de do outro cateto é 12cm e ele estd decrescendo a

uma taxa de 2cm/min. Ache a taza de variagio da medida do angulo agudo

oposto ao lado de 12cm de comprimento, num dado instante.

Exercicio 1.14.7 A altura de um cilindro circular reto estd decrescendo a
uma taza de 10cm/min e o raio estd crescendo a uma tara de 4em/min.
Ache a taza de vari¢ao do volume no instante em que a altura € 50cm e o
raio ¢ 16cm.

Exercicio 1.14.8 Seja f € uma funcao diferencidvel de x, y e z, com w =

f(z,y,z). Sex=rsen(¢)cos(f), y=rsen(¢p)cos(d) e z =rcos(¢), expresse

Ow Ow Ow Ow Ow Ow
— e — em termos de —

ar’ 96 © 99 ar By © 0z
Exercicio 1.14.9 Se f é uma fun¢ao diferencidvel de x ey, e seu = f(z,y),
x =rcos(f) ey =rsen(d), mostre que

ou  Ou dusen(f) Ou Ou Ou cos(0)
P Gl R w7 R

Exercicio 1.14.10 Seja w : R? — R wma funcdo de duas varidveis dada
por w = F(u,v), com w # 0, para todo (u,v) € R%. Suponha que para

todo (z,y) € R? tenhamos que F(zy,z) = 0, onde z = z(x,y). Mostre que
0z 0z
= 0.

:Ll_ j— —_—

ox y@y
Exercicio 1.14.11 Seja f(z,y) diferencidvel e homogénea de grau \ num
aberto A. Prove que:

a)
0 0
aa—i(at, bt) + ba—]yf(at, bt) = MM f(a,b),

para todo t > 0 e para todo (a,b) € A, com (at,bt) € A.
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b) Conclua da primeira parte que vale a relagao de Euler, ou seja,

of of

x%(x,y) + ya—y(l‘, y) = M(z,y).

Sugestao: Derive em relagao a t os dois lados da igualdade f(xt,yt) =

N f(x,y).
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